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على الرغم من توفر العديد من الكتب 2 مالة الرياضيات: إلا أن أغلبها باللغة 
الإنكليزية مما يعني افتقار المكتبات بك الجامعاء العربية إلى كتب 2 الرياضيات 
وباللغة العربية. Oly‏ توفرت بعض من المراجع 4 اللغة العربية فمعظمها تفتقر إلى 
المصطاحات الإنكليزية وقد تستخدم بعضها الرموز العربية أيضاً. كما وأن أغلب 
الكتب المتوفرة سواءً كانت باللغة العربية أو IM‏ 
بمعنى أن الكتب قد تكون B‏ موضوع معين من الرياضيات مثلاً التفاضل والتكامل. 
وكذلك فإن أغلب هذه المراجع تفتقر للتطبيقات العملية لتلك المفاهيم الرياضية. 
هذا الأمر حدى بالمؤلفين التفكير ‏ وضع كتاب 2 مادة الرياضيات لتلا 
الصعوبات 2 استخدام المراجع الرياضية. 
هذا الكتاب يوفر المادة باللفتين العربية Yy‏ أي أن جميع المفردات 
والخطوات فرت باللفتين :كما وان الأمظلة والتطباقات او وا Hoe‏ 
الإنكليزية. | 
كذلك فإن الكتاب يعرضء وبشكل واضيء أكثر من موضوع 3 الرياضيات. فهناك 
فصل عن المصفوفات وفصل عن الدوال وتطبيقاتها وفصل عن التفاضل وفصل آخر 
عن التكامل إضافة للعديد من الفصول gal‏ المختلفة e‏ بغية التعرف على 
. المفاهيم الرياضية المتنوعة. 
وتضمن الكتاب ullas‏ العديد من الأمثلة ES‏ التطبيقات الإدارية 
والاقتصادية والتي تعتبر النافذة all DU‏ بأهمية enti‏ الوياضية dass Sed‏ 
adea‏ ا 


وبذلك فإن هذا الكتاب يعتبر مرجعاً io ASI TLLA, Lala‏ المفاهيم الرياضية 


4-9 وعلى‎ pela 2 هذه المادة كمتطلت‎ ٠ للم 9 يدرسون‎ ٠ 


ولقد تم وضع لكتاب calice 33s idt [15344 La ga Les aid‏ 
.2 كلية العلوم الإدارية والمالية بخ جامعة غمان الأهلية وكذلك نك كليات العلوم 
الإدارية والمالية 2 بقية الجامعات: آملين 5i‏ يكون هذا الكتاب Aid‏ إضافية 
مفيدة للتدريس 2 الجامعات العربية وأن يلقى القبول من الجميع. 
وفقنازالله جميفاً لخدمة الله 
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| الرياضيات وتطبيقاتها فى العلوم الإدارية والاقتصادية_ 0 


وببساطة فإن معنى الأعداد الطبيعية واضح في أنه يمثل الأعداد الصحيحة 
موجبة والتي تكون قيمها أكبر من صفر (أو تسمى أرقام العد والتي تستخدم في 
عد) Positive integers greater than zero‏ وكذلك يمكن ملاحظة أن عمليتي 
جمع addition‏ والضرب multiplication‏ للأعداد الطبيعية يعطي نتائج هي Laj‏ 
عداد طبيعية. 


Addition and multiplication for Naturals numbers are also Natura 
numbers. 


as, 143-4554‏ 3= (3) )1( 
أما عن عملية الطرح Subtraction‏ فإن النتائج لا تعطى ila‏ أعداد طبيعية 
Subtraction for Naturals numbers are not always Natural numbers‏ 
فمثلاً 2- = 3 - 1. لذلك علينا التعرف على أعداد أخرى أكبر وأوسع من 
عنى الأعداد الطبيعية وهناك الأعداد الصحيحة Integer Numbers‏ 


We notice that the Integer Numbers are the following numbers 
....,-4,-3,-2,-1,0,1,2,, ب و4‎ 


والتي يتضح أنها تعني جميع الأعداد الطبيعية وكذلك مماثلاتها من القيم 
SEAN dud Gd abs‏ 


We notice that Integer Numbers are all positive and negativ 
numbers and also the zero value. 


ويلاحظ أيضاً بأن جمع وطرح وضرب الأعداد الصحيحة يعطي أعداد 


Aaa 


Addition, subtraction, and multiplication for Integer numbers ari 
also Integer numbers. 


مثلاً 4 = 3 + 2.1 1-32 وكذلك 3 = )3( )1( وجميعها أعداد 


LU‏ عن القسمة division‏ فإن النتائج لا تمثل أعداد صحيحة دائما و أحيانا 


تكون الأعداد غير صحيحة. 
Division for Integer numbers are not always an Integer numbers.‏ 
St‏ + - 3 + 1 وبالتالي علينا التعرف على أعداد جديدة تسمى الأعداد 
النسبية Rational numbers‏ و التي تعرض بشكل نسب. 


Rational numbers which are formed by taking ratios of Integers of 


the form 7 , b #0 where a and b are Integers. 


ومن أمثلة الأعداد النسبية: 


لان ذلك يعطي نتائج غير معرفة -Undefined Results‏ 
ويلاحظ هنا ob‏ بعض نتائج القسمة تمثل أعداد صحيحة Ju‏ - 3 وذلك 


يعني أن الأعداد الصحيحة هي أعداد نسبية وليس العكس صحيح. 


Some of the results of the divisions are integers which means that 
all integers are Rational numbers but not vise versa. 


أما بعض نتائج القسمة الأخرى فلا تمثل أعداد صحيحة بل يطلق عليها اسم 
الأعداد النسبية عامة واسم الكسور fraction‏ إذا كان البسط less Ji numerator‏ 


than‏ من المقام Denominator‏ ومن أمثلة ذلك: 


, 3 | , 4 5 9 وغيرها. 


Lod‏ الأعداد التي Y‏ يمكن كتابتها بشكل Ana‏ فتسمى الأعداد الغير نسبية 
Irrational numbers‏ ومنها AT NA.‏ > 7 وغيرها مع أنها بصورة عامة قليلة 
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هذا الإحدائي | لسيني بست خدم is e‏ واسع لرسم النقاط والأشكال iih y‏ 
وسيتم مناقشة ذلك وبا لتفصدز ( ay‏ 
Ll‏ عن خصائص الأعداد الحقيقية Properties of Real Numbers‏ فهي: 


1- Commutative property الخاصية التبادلية‎ 
If a , b are real numbers, then: 
a+b=b+a ب‎ ab=ba 


for example: 14+3=341=3 
1 + )-3( = (-3) + 1 = -2 


(1) (3) = (3) Gd) =3 > 
2- Associative property الخاصية التشاركية‎ 
If a , b, and c, are real numbers, then: 
(a+b)+c=a+(b+c) : (ab)e-a(bc) 


for example: )2 + 3( + 4 - 2 + (3+4) -9 
2 . )3 . 4( - )2 . 3( . 4 - 4 


3- Distributive property ٠  ةيعيزوتلا الخاصية‎ 
If a, b , and c are real numbers, then: 


a(b+c)=abtac , (b+c)a=ba+ca 
for example: 2 (3 + 4) = (2) (3) + (2) (4) = 14 
4- Identity elements: 


if a is real number, then: 
a+O=a ; a.l=a 


it is abvious that if we add any real number to zero we get the same 
number, and also if we multiply any real number by one we get same 
number. 


5- Inverse property الخاصية العكسية‎ 


If a is a real number, then —a is called the negative of a , also the 
reciprocal of a is a" and we have: 
at(-a)-0 ب‎ a.a =1 


for example: if a = 3 then -a = -3 and a” = — 
| and we have 


3+(-3)=3-3=0 and 3.—=1 


6- Order property خاصية الترتيب‎ ْ | 
if a , b are real numbers, and b — a is positive, then b — a > 0 which 
means that b > a or a < b. 
We will state some theorems (without proof) for ordering 
properties as follows: 
a) if a < b and b <c , then a > © 
for example: 1 < 2 and 2 < 3 then 1 < 3 


b)lIfa«b,then a+c<b +c 
alsoa-c«b-c 

for example: 2 > 3, then 2 + 1 > 3 + 1 since 3 > 4 

also 2<3,then2—1<3-1 since 1 «2 


c)Ifa«b,then ac < bc ifc positive , and c #0 
also ac > b c if c negative , and c £0 
for example: 2 « 3 , then (2) 2) « (3) (2) since4 « 6 
but, if 2 «3, then (2) (2) > (3) C2) since 4 <-6 


d)Ifa<bandc<d, dens ee bled 
for example: if 1 > 2 and 3 > 4 , then 1 + 3 > 2 + 4 since 4 > 6 
e) If a and b are both positive or both negative, and 
ifa<b, then E E 
a b 


1 
for example: if 2 «3 , then " > E 
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:Ratios (Fractions) (, النسب (الكسو‎ 13|. 

bea حيث أن‎ eS قد تم تعريف النسبةء وكما رأينا سابقاً على أنها الشكل‎ 
b 0 عددان حفيقيان وأن‎ 
The ratio 7 is defined to be the quotient of the two real numbers a 

and b, where b z 0. 

Mais a numerator أكبر من البسط‎ b denominator وعندما يكون المقام‎ 
-Fraction ف النسبة على أنها الكسر‎ y 
When the numerator a is less than the denominator b, then the ratio 


is called the fraction. 


ويمكن ملاحظة أن النسبة  cac‏ أيضاً بالشكل "ط ea‏ حيث أن = اظ 
والذي يسمى بالمعكوس „inverse‏ 
is defined as the product of a and Wie inverse of b, i.e " -abl‏ : 
Ul‏ عن العمليات الجبرية الخاصة بهذا النوع من الأعداد فهي كالآتي: 
Multiplication of Fractions:‏ -1 


ü c ac 
PP ba 


That is, the product of two fractions is obtained by the 
multiplication the two numerators divided by the multiplication of the 
two denominators. 


2- Division of e 


+ e OE 0-1 


1 
That is, the quotient of two fractions is obtained by multiplying the 
first fraction by the inverse of the second fraction. 
3- Cancellation of common factors: 
a ac 
—-— , c#O 
b bc 
That is, the fraction would be the same if the numerator and the 
denominator of the fraction. is multiplied or divided by any nonzero 
number. 
4- Addition and Subtraction of Fractions: 
: a b atb 
xl + recep REESE 
C € c 
similarly: 
a b a-b 
م‎ c C 
That is, if two fractions have a common denominator, they may be | 


added (or subtracted) by adding (subtracting) their numerators. 

When, we have to add (or subtract) two fractions with different 
denominators, then we have to use a common denominator for both 
fractions. To keep the numbers as small as possible, we choose the 
smallest possible common denominator which is called the least common 1-3 
denominator ^ > | 


. a € ' 
That is, if 5 and — are two fractions, then: | 


Detya aeaa pal ah aa a, 
ولكن الأمثلة التي سيتم ذكرها في هذا المبحث ستكون شاملة وتتضمن كثير من‎ 
التفاصيل التي لا نستطيع رؤيتها من خلال القانون فحسب بل علينا التعامل مع‎ || 
المعطيات والتركيز على الصورة الصحيحة لها وسيتم ذلك كالآتي:‎ | 
| 
| 
i 


a ad * cb E a a | 
b d bd bd bd | "i 2 
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:Simplify the following مما يلي‎ JS بسط‎ 


5 
a) =+‏ 
P‏ 
لإيجاد ناتج جمع = و يجب علينا في البداية توحيد المقام ليكون المقدار 


ا المقام الموحدء وذلك يعني علينا ضرب الحد الثاني وهو 


; 2 _ 


المقدار الأول asi‏ الناتج: 
7 542 5,2 5,1,5,000 


6 3 Pag (2)(3) "6 E 6 6 


ese ME eae 
6 3 6 90 6 6 6 6 


باستخدام نفس الأسلوب السابق لتوحيد المقامات. 


OD , GX6 _ 35 18 _ 35+18 53 


5.3 
6.7 (90 MO 2 2 42 2 
5 3 
6 7 


OX» QGX6 _ 35 18 35-18 17 


OD MO 42 42 R 4 


052002035555 


:Simplify of following بسط المقدار التالي‎ — 


لإيجاد ناتج القسمة علينا أولاً إيجاد ناتج FF‏ 


2,12 (2X2) | 1_4,1- 4+1_5 


36 (90) 6 6 6 6 6 


كذلك lale‏ ايحاد ناتج aldall‏ كما بل : 
و ينا إيجاد ناتج المقام كما يلي 


15 (Q 5 25 2-5 -3 


2557010 66 ^63 6 6 


وبالتالي فإن ناتج حاصل القسمة سيكون: 


2 
6 _ 5-6-5 
3 (CX a ) 3 
6 
:Simplify the following بسط المقدار التالي‎ . 
ae 
3 
y 
by 
a 


لإيجاد ناتج عملية القسمة علينا أولاً إيجاد ناتج البسط ليكون: 


2x Ix 2x (7x)(3) 2x 21x-2x _19x 


3 1 4 OG). a 3 


وكذلك علينا إيجاد ناتج المقام ليكون: 
y» 45y yp 45y-y My‏ 05100 _ 


03 3 3 3 3 3 


m 
3 


وأخيرا Ule‏ قسمة ناتج البسط على ناتج المقام ليصبح لدينا: 


0 44y, 19x, 3°, _ 19x 
[ood 7و‎ € y) m. 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ١.‏ 


1 \ 1-4 الأسس :Exponents‏ 
إذا كان m‏ عدد صحيح موجب positive integer‏ فإن a"‏ (و a lm‏ للقوة أو 
الأس T a is raised to the power m (m‏ ف على أنها حاصل ضرب العدد ۾ في 


نفسه بمقدار m‏ من المرات. 
That is,‏ 
a =a.a.a...a(cd pall Gem)‏ 
for example:‏ 
2222.2.2-8 
3,23.3.3.3-81 
وهنا نطلق اسم jill‏ أو الأس Power or exponent‏ للرمز m.‏ ونطلق اسم 
الأساس base‏ للرمز a‏ 


Definition: 

Ifa#0, then a’ = 1 , and if mis any positive integer (so that —m is 
a negative integer), then: 

a = A 


m 


a 


for example: 


3 
(5 1ع‎ , (a , 3° =1 , also 


rU mei and en e m E sel 
| 3 3 9 l (—3) (—3)(-3)(-3) 27 


:Exponent Properties عن خصائص الأسسن.‎ Li 


1) a". a" = a™, except that if either m or n is negative, then a # 0. 
That is, to multiply two powers with the same base we can add the 
two exponents. | 


That is, to divide one power by another with the same base, 
subtract the exponent in the denominator from the exponent in the 
numerator. 


3)(a"=a™ ,  az0 if morn is negative or zero 


That is, a power raised to a power is equal to the base raised to the 
product of the two exponents. 


4)(ab)"-a"b" , ab#0ifm<0 


That is, the product of two numbers all raised to the mth power is 
equal to the product of the mth powers of the two numbers. 


m 


5) (C uL , b#0 and az0 if m<0 


That is, the quotient of two numbers all raised to the mth power is 
equal to the quotient of the mth powers of the two numbers. 


الأمثلة التالية تمثل الحالات المختلفة للتعامل مع الأسس ومن خلال استخدام 
الخصائص التي تم ذكرها أعلاه كالآتي: 


‘Evaluate the following يلي‎ ls جد ناتج‎ a 


a) کو‎ 3239.14 
b) x x! کے‎ 8 

c) 3°. 37% = 3? = 3 
d) y x24 4-2 


تسمه 


13 Jis \, 


ni RIS 4 


E 


:Evaluate the NS جد ناتج ما يلي‎ al 


:Evaluate the following أوجد ناتج ما بلي‎ | 
a) (3 حك‎ 332 = 36 i 
b) Gy = x23 = x8 


c) CON . (x?y zd x25 : x23 - x? x - x 10-6 5 x? 


‘Evaluate the following ناتج ما يلي‎ as jl 
a) 6° = (2.3) 22.3 


b) (xy =x y? 


o) (x2 y3)4 = oy y = x4, ytz y= 


100 0 SE RE dm مس‎ 


‘Simplify the following المقد ار التالي‎ zu V : | 
(X pe C) 
ذلك علينا إيجاد‎ m CD. کرب‎ ucla, ga أعلاة‎ jai أن‎ loas 
قيمة الحد الأول 4 3 كالآتي:‎ 


14-1 la d 
G7 +y”) "CM + ر‎ 
y xy xy 
ا‎ Xy 
xy x+y 


ومن ثم ضربه بالحد الثاني ليصبح الناتج: 
1 1 
D me 1 x+y‏ 


:Algebraic Operations 2 العمليات الجبري يه‎ 1 L5] 1 


سيتم في هذا المبحث تطبيق العمليات الرياضية السابق ذكرها في المباحث 


السابقة باس تخدام المقادير الجبرية Cus «Algebraic Expressions‏ أن المقدار 
الجبري x43 dia‏ أو 2x^- 4x45.‏ وغيرها هو عبارة عن عدد من الحدود terms‏ 


Algebraic Expression is a statement or quantity consisting of one 
or more terms, for example x+3 has two terms, while 2x^-4x--5 has three 
terms, and so on. 

In the term 2x” , the factor 2 is called the numerical coefficient and 
the factor x^ is called the literal part of this term. The term 5 has no literal 
part and is called a constant term. 


An expression containing only one term is called Monomial such 
x 
as: 2x7,5,x,— , and xy. 


An expression containing exactly two terms is called Binomial 


such as x43, 3*2 ,and Meet 
y 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية . 


:Simplify the following بسط المقدار التالي‎ 

2[3x(4-2x) + 7 [(x - 3) (x + 2) - 3] 
لإيجاد الناتج لدينا:‎ 

2[3x.4-3x.2x]+7[x(x+2)-3 (x + 2) - 3] 
s2112x-63 (49 | X €2X-33X0623] 
-2(12x-6x5) 47 (x? -x-9) 
824xo123*4 7x -7X-9 
=-5x°4+17x-9 


‘Evaluate the following مما يلي‎ JS أو جد ناتج‎ 
a) (x + 3)” = (x + 3( +ع)‎ 3( 2x? + 3 تير- 9 +ع 3 بعر‎ 46X49 


1 1 1 1 1 1 1 
b) (x-—Y = (x-9(x- 2e د چ ر‎ + =x + 
) € 3 5X X >) "uium 4 


c) (2 x-5) (2 x + 5) = (2 x} - (5 = 4 × -25 
d) )3 x-2y) )3 × + 237( = )3 x} - 2 y7 =9x -4y 
e) (V2 + 43)42 - 43) = V2} - (V3)? = 2-3 = -1 


21: + و4‎ _ 2x, Ay’ 
2 2 


f) =x+2y 


> 43y—2 à ony ng 
6x +3y xy _ 6x NM LN RUN 
x x 


g) 
. X X X 
عن القسمة في حالة كون البسط مقدار جبري مقسوماً على مقدار جبري‎ Ul 

آخر يمثل المقام فإن القسمة الطويلة هي المناسبة في هذه الحالة وذلك GY‏ تجزئة 
حدود البسط وقسمتها على المقام والتي كانت واضحة في العلاقة (6) السابقة والتي 


بالغرض المطلوب لإيجاد الناتج لعملية تلك القسمة. 


For the division of two algebraic expressions then long division 
would be the appropriate way if there are no common factor between the 
numerator (dividend) and the denominator (divisor). 


وفي هذه الحالة علينا استخدام القسمة Cus Ab shall‏ أن البسط يسمى المقسوم 
«Dividend‏ أما المقام فيسمى المقسوم عليه Oly Divisor‏ الناتج يسمى -Quotient‏ 
وإن كانت القسمة الطويلة غير منتهية فهناك ما يسمى بالباقي Remainder‏ وأخيرا 
فإن ناتج القسمة يتمثل بالعلاقة التالية: | 


Dividend Remainder 
——— = Quotient + ———_—_ 


Divisor Divisor 


وسيتم توضيح معنى القسمة الطويلة بالأمثلة التالية: 


a) 245 +5 


وباتباع طريقة القسمة الطويلة لدينا: 


~ x) Quotient 


49 
Divisor سه .245| 5 >— المقسوم عليه‎ 4l Dividend 
20 D | 
45 
uU. e 


0 «4— — A Remainder 


وبالتالي فإن الجواب هو: 


245 + 5 = 9 


ويعني ذلك Laf‏ أن العدد a‏ يعتبر عامل من عوامل العدد ء إذا كان c ax‏ 
يقبل القسمة على العدد ‏ بدون باقي» وكما تم ملاحظة ذلك من بعض الأمثلة 
Adil Raat‏ 


a is said to be factor of c if c can be divided by a without a 
remainder. | 


For example: 2 and 3 are the factors for 6, since (2) (3) = 6, 


also we notice that 6 7 2 = 3 and 6 3 - 2 


وبنفس الأسلوب يمكن الحديث عن عوامل المقادير الجبرية» حيث أنه إذا 
كان أحد المقادير الجبرية dala diy‏ ضرب مقدارين جبريين آخرين أو أكثر cà‏ 
تلك المقادير الجبرية تمثل عوامل المقدار الجبري الأصلي. 


Similarly, if two (or more) algebraic expressions are multiplied 
together, then these expressions are said to be factors of the expression 
obtained as their product. 


for example x y is the product of x times y, then x and y are said to 
be factors of x y. 


الطريقة المناسبة AGS‏ المقدار بشكل حاصل ضرب Ald ge‏ تسمى التحليل 
إلى العوامل -Factoring‏ 


The process of writing a given expression as the product of its 
factors is called factoring the expression. 


وكما تم التنويه إليه» يتضح أن عملية التحليل إلى Factoring Sel gall‏ هي 
طريقة معاكسة لعملية ضرب الحدود Multiplication of factors‏ والتي تم شرحها 
سابقاًء وبالتالي فإن كثير من القوانين Rules‏ والعلاقات المستخدمة في التحليل 
ستكون مستنبطة من قوانين الضرب السابقة. وهذه العلاقات سيتم ذكرها في هذا 
المبحث كالاتي: 


The following are general methods for factoring: 


1- Common Factors: 
ax+bx=(a+b)x 
2- Difference of two squares 
a-b = (a-b) (a + b) 
3- Sum or difference of two cubes: 
a +b? = (a+b) (a^ — ab + b^) 
a? — b? = (a - b) (a? + a b + by) 
4- Factoring a Quadratic form: 
x^ p x +q , where p and q are constants using the fact that: 
(x + a) (x + b) = x + (a +b) x +a b 
we need to find a and b such that their product is q and their sum is p. 
Therefore, the factoring process here is that if: 
X + px + q= (x + a) (x + b) 


Then, م‎ = a + b and q = ab 


5- Factoring a Quadratic form: 


m x? 4 px + q , where p , q and m are nonzero constants and m z 1 
or m z -1. 


Using the fact that: |‏ 
mx +p x + q = (x + a) (x 4 b).‏ 
ifp=a+bandq=ab |‏ 
وأخيراً فإن عرض الطرق أعلاه لعملية التحليل من خلال الأمثلة الوافية 
لأغلب الحالات المرادفة سيتم كالآتي: 


التركيز في عملية التحليل هنا في محاول إيجاد الحدان اللذان حاصل ضربهما هو 


:Factor the following إلى العوامل‎ da 
+ع 22-9 زو‎ 4-)02-1( (x-4) 
b)2x°-5x-3=(2x+1) 6-3( 
c)3x°+4x-4=(3 2- 2 (x +2) 


جميع الأشكال أعلاه مشابهة للشكل التربيعي m x^ + p x + q‏ وبالتالي تم 


mq‏ وحاصل جمعهما هو م. 
في الفرع (a)‏ الحدان هما 8- و1- بحيث أن حاصل ضربهما 8 
ومجموعهما 9-» وفي (b) p jill‏ الحدان هما 6- و1 بحيث أن حاصل ضربهما 
6- ومجموعهما 5-» Lid‏ في الفرع (c)‏ فالحدان هما 6 و 2- بحيث أن حاصل 
ضربهما 12- ومجموعهما 4. 
حلل إلى العوامل :Factor the following‏ 
(2 + 3 + 2) 4-2 +ع 6 + a2x‏ 
=2(x+2)(x+1)‏ 
badd |‏ هذا SSS Lil E A of‏ ري 
يمكن إيجاد LS abd ge‏ في REA!‏ السابقة. 
b)2x°-8x+8=2(x°-4x+4)‏ 
-2(x-2)(x-2)‏ 
=2(x-2)‏ 


كذلك نلاحظ هنا بان الحد المشترزك هو 2 dm‏ استخراجه يتبقى لدينا شكل 


تربيعي ثم نقوم بتحليله: 


c)4x°y-l2xy-l6y=4y(x?-3x-4) 
=4y(x+1)(x-4) 
JSS lial وباستخراجه يتبقى‎ dy هنا الحد المشترك لجميع الحدود هو‎ 
نقوم بتحليله كما في السابق.‎ x تربيعي للمتغير‎ 


Dx y ey x Hee y ux) 


يلاحظ هنا بأن الحد المشترك بين xy”‏ و ”ر هو y^‏ وعند استخراجه يتبقى 


لدينا: l‏ 
xy'-y!-x*«12y!(x-1)- (3 — 1)‏ 
في هذه المرحلة نلاحظ gh‏ الحد المشترك هو )37-1( وعند استخراجه 
نحصل على: 


xy -y -x +1=(-1) (y -1) 


وأخيرا وعند استخدام قانون الفرق بين مربعين نحصل على: 


xy -y-x.12(x-D(Ge-D(y-D(y41 


:Factor the following حلل إلى العوامل‎ 


a) x' ey! = (ey) G3 - xy ty’) 


b) x!-y2(x-y) ) + xy + y) 


c) 8x3 - 27 y! = Q. xy - (8 yy 
=(2x-3 y) [2 x} + (2x) Gp + )3 75 
=(2x-3y)(4x°+6xy+9y’) 

وتم التحليل في هذا المثال باستخدام علاقة جمع مكعبين أو الفرق بين 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ٠‏ 


59( 2X 3x 


x 3x 
—) 


W laž 
e) G y 2 


أوجد ناتج كل مما يلي Evaluate the following‏ للأسئلة )74-61(: 


61) (2) + (2Y 
63) GO) + GP 
65) xy?) 
oy 

4 


67) 


-2 


69) — 


-7 


71) x! (x? - x) 


73) (2x)! + (2y)! 


62) (25 . (oy 
64) GO)! . Gy 
66) (xy^z^)! (xyz)° 


72) 3x2 (x3 + 2x?) 


y 2 


74) 


11x  5xy 


:(94-75) للأسئلة‎ Simplify the following expressions بسط المقادير التالية‎ 


75) (x +y + 3) + (4x - 2y — 5) 
TT) QA x + 3| y) + BVx - 24] y) 
79) (2x + 1) (x + 2) 

80^ «4^ -3) 


83) (x -24 yy x 24 | y) 


85 (y! + 2y -AD (y + 3y? +1) 


76) (x? + xy - 2) - (x? - 4 xy) 
78) G4) (x-5) 


80) (5x - D (2y + 1) 


82) Wa - A by la + Vb) 
84) (Vx + 24 y) x + 24] y) 


86) (x? + ANG? -x° +3) 
. X 


ee oe‏ اين 


87) xy -2)(4xy? +2) 
y x 


89) (2x - 3yY. - (x + yy 
91) (6x + x - 1) + Gx- D 


93) ) + 7x + 12) + (x +4) 


` لل إلى العوامل Factor the following‏ للأسئلة )108-95(: 


95) 15x°+3x 
97) x + x + كير + تبر‎ 
99) x^ — 9 
101) 5 xf- 20 y 
103) x - 5x +6 
105) x? * x - 12 
107) 6x? - x - 12 


88) (x + 3 + (y - 5? 


90) (4x3 — 3x2) + x? 
92) (x? + 1) + (x +1) 


94) (3x? — 3x — 6) + (x - 2) 


96) 2 xy + 6x 

98) x (y +1)-y (y +1) 
100) x? y-9  . 
102) x? - 3x - 6 
104) x? + 6x 4 9 

106) 2x? — 8x + 8 
108) x? - 8y? 


——— tae ai Oo NE To eet 
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هذا EN‏ سوف ينناول المعادلات Equations‏ بشكليها المعادلات الخطية 
Linear Equations‏ والمعادلات التربيعية Quadratic Equations‏ لمتغير واحد 
One Variable‏ وليكن X‏ أو ۷. وكذلك سوف يتناول هذا الفصل GA‏ بعض 
المفاهيم Concepts‏ والعلاقات أو الصيغ Rules‏ الخاصة بالتعامل مع مثل هذه 
المعادلات. وكذلك سنتعرف ox‏ كيفية حلها Solving the Equations‏ لإيجاد aii‏ 
المتغيئر الخاص بها وسيتضمن الفصل Laf‏ كثير من الأمثلة المختلفة Examples‏ 
وكذلك الأمثلة Applied Examples ar‏ والتي تساعد في الاستفادة من مفهوم 
المعادلاك لحل كثير من المشاكل التطبيقية. وسيحتوي الفصل في نهايتة ule‏ كتير 
من الأسئلة Exercises‏ ش 
(ye eatin‏ اقل Cialis be‏ رهي Aubl Aled! 2-2 Ged!‏ مر 
Linear equation in one variable 1—al y‏ » والمبحث 2-3 تطبيقات المعادلات 
الخطية Applications of linear equations‏ وأخير Í‏ المبحث 2-4 المعادلات 


-Quadratic equations التربيعية‎ 


: Linear Equation المعادلة الخطية‎ 22| 


المعادلة هي صيغة تعبر عن المساواة بين مقدارين جبريين 


The equation is a statement that expresses the equality of two 
` algebraic expressions. 


بصورة iale‏ المعادلة تتضمن متغير واحد أو أكثر One variable or more‏ 
وتحتوي على رمز المساواة )=( | 
التالى أمثلة عن المعادلات :The following are examples on equations‏ 


| الرياضيات 35 تطبيقاتها في العلوم الإدازية والاقة قتصادية aia,‏ 


سذقوم v‏ بعرض بعض خصائص المساواة والتي ستكون ذات فائدة كبيرة 
في حل المعادلات الخطية كالاتن: 
Equality properties:‏ 


For a , b and c real numbers we have: 


1) If c =b, thenc+a=b+a Addition property 

2) Ifc = b, then c-a =b-a Subtraction property 

3) Ifc =b, thenac=ab,a #0 Multiplication property 
4) If c = b, then - = , a#0 Division property 


SAO AEN A 
القسمة على) صفر‎ jl) 


We can add, subtract, multiply or divide any constant or any 
algebraic expression (non zero) to both sides of an equation. 


الحالات التالية لتوضيح تلك الخصائص أعلاه: 

for example, let x - 2-3 | 

بإضافة 2 إلى طرفي المعادلة فإن ذلك لا يؤثر على حل المعادلة باستخدام 
خاصية الإضافة أعلاه 

Adding 2 to both sides of this equation will not change the roots of 
this equation, by the addition principle, and we have: 

X-24+2=342 

x=5 


وهذا يعني أن 5 = x‏ هو حل المعادلة وهو الحل 9 Unique solution 4a‏ 
لهذه المعادلة. 


As another example, let 3x = 9 


وبتقسيم طرفي المعادلة على المعامل 3 فإن ذلك Y‏ يؤثر على نتائج 
المعادلة» Cus‏ أننا لم audi‏ على صفر باستخدام خاصية القسمة 


Dividing both sides of this equation by 3 will not change the roots 
of this equation, by the division property, and we have 


Sa Ue PIRE ha 


ونستطيع تطبيق جميع الخصائص السابق La SS‏ بنفس الأسلوب. 
أما عن تعريف المعادلة الخطية من الدرجة الأولى فلدينا: 


Definition: 

An equation is a first degree or a linear equation in one variable X 
if it can be transformed into equation where the left side is of the form ax 
+ b, a # 0 and the right side is equal to zero, where a and b are real 
constants. 

And this form is called the standard form of a linear equation. 


وذلك يعني أن المعادلة الخطية بمتغير واحد هي المعادلة ذات الشكل العام 


ax+b=0‏ » حيث أن b,a‏ هما ثوابت حقيفية. 


for example: 4x + 8 = 0 is a linear equation in one variable and 
subtracting 8 from both sides gives 5 
| 4x=-8 l 
Then, dividing both sides by 4 we get 
x=-2 
This is the only solution for the equation. 


As another example we notice that x — 100 = 0 is also a linear 
equation in one variable. 

Adding 100 to both sides fives x = 100 and this is the only solution 
for the equation. 


في البداية نحتاج لضرب طرفي المعادلة في المضاعف المشترك للمقامات | 
وهو DM‏ لنحصل على: | 
M (y - 2x) 23D (y-1)‏ 

| My-2Mxz3Dyz3Dr 


كمتغير: 


My-3Dy=-3Dr+2Mr 
y(M-3D)=2Mr-3Dr 
_ 2Mr -3Dr 
M -3D | 
Sy وهذا هو حل المعادلة للمتغير‎ 
-2Mxz3Dy-3Dr-My 


3Dy —3Dr - My 
-2M 


fda 3‏ هو حل المعادلة للمتغير X‏ 


‘Solve for x .. x حل المعادلة لإيجاد قيمة‎ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 000( 


GBT mutus : e = 


a‏ هى نكل الماد 


2-3 تطبيفات المعادلات Application of Linear Equations à das‏ : 
يمكن الاسنفادة من مفهوم المعادلة الخطية لوصف كثير من التطبيقات 
ويمكن الاستعانة بطرق حلها لحل كثير من المشاكل التطبيقية وفي جميع الحقول 
العملية. l‏ 


r3 


We can apply the linear equations in many applied problems by 
using the algebraic methods. 


والأمثلة التي سيتم عرضها في هذا المبحث لتوضيح التطبيق حيث أن بعض 
من هذه الأمثلة لتوضيح عملية تحويل المشكلة من صيغتها الكلامية إلى صيغة 
المعادلات الخطية والبعض الآخر يظهر هذا الجانب إضافة إلى كيفية حل تلك 
المشاكل. 


The following examples illustrate how to translate the verbal forms 
into algebraic terms, some of these examples are with their solutions. 


il Cast PON Al ear gic ok اک ل‎ IT 
CGY gall أكثر من ضعف ما يحصل عليه أحمد. فما هو عدد‎ GY 2 600 على‎ 
| منهما.‎ US التي يحصل عليها‎ 


If Ahmed earns x hundred dollars per month and his brother is 6 
hundred dollars more than twice Ahmed’s earn. How many dollars each 
of them earns in the end of the month. 


لكتابة هذا المثال بالصيغة الرياضية؛ نفرض أن sd‏ يعد اوسا Ea‏ 
مئات الدولارات. فإن أخوه سيحصل على (6 + (2x‏ من مئات الدولارات. 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


hundred dollars. 


علي أكبر من أخيه بعشر سنوات. وقبل عشر سنوات كان عمر علي ضعف 


عمر أخيه. ما هو عمر علي وعمر أخيه الآن وقبل عشر سنوات. 


Ali is 10 years older than his brother. Ten years ago Ali was as 
twice as his brothers age. How old is Ali and his brother now and ten 


| If Ahmed earns x hundred dollars. Then, his brother earns (2x + 6) 
years ago. 


أن × يمثل عمر علي الآن. وأن عمر أخيه هو (x-10)‏ 
وقبل عشر سنوات كان عمر علي أقل بعشر سنوات مما هو الآن ولهذا فإن 
عمر علي قبل عشر سنوات كان (10-»). وكذلك فإن عمر أخيه كان dil‏ بعشر 
سنوات مما هو عليه الآن ولهذا فإن عمر أخيه قبل عشر سنوات كان 
(x - 20) = (x - 10 — 10)‏ 
Lary‏ أن عمر علي كان ضعف twice‏ عمر أخيه قبل عشر سنوات فإن: 
x - 10 2 2 (x —20)‏ 


لإيجاد عمر علي وعمر أخيه الآن وأيضاً عمرهما قبل عشر سنوات نفرض 
We slove for x to get:‏ 
x-10=2x-40‏ 
x = -40 + 10‏ 2 عر 
-X = -30‏ 
x=30‏ 


ولإيجاد عمر علي olay Lule‏ قيمة × كحل للمعادلة الأخيرة كالتالي: 
i‏ 


سنوات كان عمر علي هو 20 سنة وعمر أخيه هو 10 سنوات. 


La _ Jade عمولة بيع‎ T إلى عمر هو 1600 دولار بالإضافة‎ set Gl I 
التي‎ Gile Lull في الساعة. ما هو عدد‎ SY 52 80 بمعدل‎ any وكان عمر‎ . 6 
يجب أن يعملها عمر ليحصل على مبلغ 3600 دولار شهريا.‎ 
| 


Omar earns salary of $1600 per month plus a commission of 20% 
on the sales he makes. Omar find that on the average, he takes one hour 
to make $80 worth of sales. How many hours must Omar work on the 
average each month to earn $3600. 


لكتابة المعلومات في هذا المثال بالصيغة الجبرية علينا أن نفرض أن عمر 
يعمل × من الساعات لكل شهر. 
وكان يبيع بمبلغ 80 دولار في الساعة الواحدة بعمولة بيع 20%« لذلك فإن 
معدل عمولته في الساعة الواحدة هو: 
6 = )20%( )80( 


وذلك يعني أن العمولة التي يحققها عندما يعمل x‏ من الساعات هي 16x‏ 
وبالتالي فإن عدد الساعات التي على عمر أن يعملها ليحقق ربحاً مقداره 3600 
دولار هو حل المعادلة التالية: 


وباتباع الخطوات اللازمة لحل هذه المعادلة نجد ما يلي: 
16x = 3600 — 1600 | 7‏ 

16x = 2000 | 

x= 5 | 


1600 + 16x = 3600 | | 
| 
| 
| 
j 


ويعني ذلك of‏ على ye‏ أن يعمل 125 ساعة شهرياً ليحقق مبلغ 3600 
دولار. 


0 تاجر سيارات se ROO we AN‏ شين seh Ns Such X AUOD‏ باغ 
منها 0 سيارة بربح 0 . ما هو السعر الذي يجب عليه أن يبيع به 500.—1 
ساره ASU‏ كق Dana Lay‏ 28% ولج «cd dal‏ 


A car dealer bought 800 cars for $700 each. He sold 300 car of 
them at profit of 20%. At what price must he sell the remaining 500 cars 
if his average profit on the whole sales transaction is to be 28%. 


علينا في البداية تحويل الصيغة الكلامية إلى الصيغة الجبرية بافتراض ما 
يلي : | 
كل سيارة باعها التاجر حفق فيها Lary‏ مقداره 20% من سعر شراءها وهو 
0 وبالتالي فإن ربح كل سيارة باعها هو: 
dollars‏ 140 = )700( )20%( 
ولهذا فإن الربح من بيع 300 سيارة هو: 
dollars‏ 42000 = )300( )140( 
وبافتراض أن سعر بيع ال500 سيارة الباقية هو × دولار. فإن ربح التاجر 
لكل سيارة سيكون (x-700)‏ والذي يمثل الفرق بين سعر البيع وسعر الشراء. 
وبالتالي فإن ربحه لجميع السيارات سيكون: ش 
ش (x — 700) dollars‏ 500 
وأخيراً فإن مجموع الربح لجميع السيارات )800 سيارة) هو ربح بيع 300 
سيارة وهو $4200 مضافاً إليه ربح بيع 500 سيارة وهو (x-700)‏ 5500 أي أن 


مجموع الربح هو: 
(x — 700) dollars‏ 500 + 42000 


وبما أن الربح يجب أن يكون 28% من سعر الشراء لجميع السيارات ال 
800. فإن هذا الربح سيساوي: 


| Saw muUa 


28 
mg Vem = 156800 dollars 


وبالتالي فلتحديد سعر بيع السيارات المتبقية لتحقيق الربح المطلوب هو حل 
المعادلة التالية: 
(x — 700) = 156800‏ 500 + 42000 
وباتباع الخطوات العامة لحل المعادلة الخطية بمتغير واحد لدينا: 
x — 350000 = 156800‏ 500 + 42000 
x = 156800 — 42000 + 350000‏ 500 
x = 464800‏ 500 
x = 929.6‏ 


ويعني ذلك أن سعر البيع هو 5929.6 لكل سيارة من السيارات 5001 


يملك علي 550000 معدة للاستثمار. علي يرغب أن يحصل سنوياً على 
0 من هذا المبلغ. هو يستطيع أن يستثمر بنسبة 7% مع أصدقائه al‏ يستثمر 
مع شركة والتي هي AÍ‏ خطورة بنسبة 10%. كيف يقسم علي المبلغ للاستثمار 
على النسب ليحقق الربح 54000 سنوياً وفي نفس الوقت يقلل الخسارة إلى أقل ما 
Ali has 550000 to invest. He wants to receive an annual income of‏ 

$4000. He can invest his funds at 7% with friends bonds or with a greater 


risk company in 10% bonds. How should Ali invest his money in order to 
earn $4000 and in the same time to minimize his risk. 


لنفرض أن × يمثل المبلغ من الدولارات التي استثمرت مع أصدقائه. : 


لذلك فإن المبلغ الذي استثمر مع الشركة الأكثر خطورة هو (50000-x)‏ وأن 
Cg ga dU i‏ ا das e.‏ امع (a) ji A‏ أما المبلة 


الذي سوف يستلمه من العمل مع الشركة الأكثر خطورة فهو 


10 
——)(50000 - 
Sono UP 


المصدرين فهو: 


7 10 
Gn سي‎ 


والذي يجب أن يكون 54000. 

وبالتالي فإن المبلغ الذي يجب عليه استثماره هو إيجاد قيمة x‏ والتي تحقق 
المعادلة الخطية بمتغير واحد التالية: 
RUE‏ 


(100 


10 
X) + — (50000 - x) = 4000 
JO ) 


وباتباع الخطوات اللازمة لحل هذه المعادلة لدينا: 
Tx + 10 (50000 — x) = 400000‏ 
Tx + 500000 — 10x = 400000 .‏ 
7x — 10x = 400000 — 500000 ..‏ 
3x--10000 ^ —‏ 
x = 33333.333‏ 


ويعني ذلك أن على علي أن يستثمر مع أصدقائه المبلغ $33333.333 وأن 
يسثتثمر مع الشركة الأكثر خطورة المبلغ 516666.6667 ليحقق الدخل $4000 
من استثمار هذا المبلغ. 


وفي حالة الرغبة في زيادة الدخل يجب أن يزيد من المبلغ المستثمر مع 
الشركة الأكثر خطورة. | 


EERE 


. 4 المعادلات spl‏ بيعية 2 :Quadratic Equations‏ 
5 المعادلة الترب ببعية د لمتغير و Quadratic e equation in one variable sal‏ هي 
المعادلة التي يمكن كتابتها بالصيغة العامة التالية: 


General form of a gadane equation in one variable is: 
ax’ + bx +c =0 ; (a s 0) 
| a and b are real constants 
Standard form وتدعي هذه الصيغة للمعادلة التربيعية بالصيغة الفياسية‎ 
وهناك طرق عديدة لحل المعادلات التربيعية وسوف نتناول أربع طرق منها‎ 
: کا‎ 


There are four methods for solving the e Eh that will 
be presented i in this section as follows: 


— 1- Solution by square root. ZEE 
p الحل بواسطة الجذر الترزبيغي:‎ 


- — > Solution by factoring. 


| | الحل بطريقة التجزئة إلى العوامل.‎ 
3 Solution yy quadratic formula. 
BORET lal 

4 - Solution nby completing the square. ~ Í | 


Jal‏ بطريقة إكمال المربع.. 

Lf das ay y‏ من هذه الطرق يجب أن نحول المعادلة التربيعية بجميع 
أشكالها وحدودها إلى الصيغة القياسية العامة 0 = ax” + bx + c‏ ومن ثم استخدام 
إحدى الطرق أعلاه لإيجاد الحل؛ أي إيجاد ما يسمى بجذور المعادلة roots‏ والتي ٠‏ 
تمثل ds‏ العام للمعادلة التربيعية General solution‏ أو ببساطة الحل Solution‏ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية _ 


وسيتم في هذا المبحث شرح وتعريف وتحديد خطوات كل واحدة من الطرق 
أعلاه مع الأمثلة الخاصة بكل حالة من الحالات ضمن الفقرات التالية: 


:Solution by square root الحل بطريقة الجذر التربيعي‎ 2-4-1 


وبالرجوع لمعنى الجذر التربيعي يمكن الاستعانة بذلك لإيجاد حل المعادلات 
التربيعية والمثال التالي سيوضح ذلك: 


The following example illustrate the square root method 


. حل المعادلات التالية باستخدام طريقة Sel)‏ التزبيعي 


Solve the following quadratic equation using the square root 
method 


a) x -13 =0 


وبإضافة 13 لطرفي المعادل نحصل على: 
x =13‏ 


والآن ما هو العدد الحقيقي والذي تربيعه يساوي 13 لذلك فإن: 


ويعني ذلك أن حل المعادلة التربيعية هو 13+ أو 4/13- 
ويمكن كتابة هذا الحل بشكل ما يمثل مجموعة الحل set of general‏ 
LS solution‏ يلي: 


S={+¥13 , -V13} 


b) 2x*-6=0 |‏ 
وبإضافة 6 لطرفي المعادلة نحصل على: 

2x? 26‏ 
وبالقسمة على 2 نحصل على: 


-43 jd +-V3 9s Aeg A ated Ja of ويعني ذلك‎ 
ويمكن كتابة مجموعة الحل بالشكل:‎ 


S={+v3 , - 43) 


c) 3x + 12 =0‏ 
وبطرح 12 من طرفي المعادلة نحصل على: 
3x? = -12‏ 
وبالقسمة على 3 نحصل على: 
x = 4‏ 


والآن ما هو العدد الحقيقي والذي تربيعه يساوي 4-» Lary‏ أنه لا يوجد مثل 
هذا العدد لذلك لا يوجد حل حقيقي للمعادلة التربيعية هنا Xue y‏ 


There is no real solution. 


dall 2-4-2‏ بطريقة التجزئة إلى العوامل ‘Solution by factoring‏ 
إذا كان Cay bl‏ الأيسر للمعادلة التربيعية يمكن تجزئته أو تحليله عندئذ 
ستطيع حل المعادلة بهذم الطريقة 


If the left side of a quadratic equation when written in standard 
form can be factored, then the equation can be solved very quickly. 


Ai y s,‏ الح بالتحزكة .أو التحليل: تعتمد (le‏ -خاصية التحليل» والثي ثم 
شرحها سابقاً وبالشكل التالي: 
The method of solution by factoring depend on the following‏ 
property of real numbers: |‏ 


If A and B are real numbers. Then, AB = 0 if and only if A = 0 or 
B =0, or both are zero. 


"wv‏ 13 کان A‏ و B‏ عددان حقيقيان فإن حاصل ضربهما يساوي 
صفراً إذا وفقط إذا كان أي Logie‏ أو كلاهما صفراً. 

والمثال التالي سيوضح خصائص التحليل السابق ذكرها وحل المعادلات 
التربيعية باستخدام طريقة التحليل لتحديد قيم المتغيرات فيها مستخدمين الخاصية 
أعلاه. 


des‏ المعادلات التربيعية التالية باستخدام طريقة التحليل إن أمكن 
Solve the following quadratic equations by factoring, if possible‏ 
a) x! + 3x 4220‏ 
وبالرجوع لعمليات التحليل السابقة لدينا: 
(x + 2) (x + 1) =0‏ 


ولذلك فإن: 
x+2=0 or x+1=0‏ 
وبالتالي فإن الحل هو: 
X=-2 or x=-l‏ 
ويعني هذا أن الحل العام للمعادلة التربيعية هو المجموعة التالية: 
S = {-2,-1}‏ 


b) 3x” — 6x -24 20‏ 
وبقسمة جميع agin‏ المعادلة على 3 نحصل على: 
x’—-2x-8=0 i‏ 
وباستخدام التحليل إلى Sal gall‏ لدينا: 
(x +2) (x-4)=0‏ 
ولذلك فإن: 
x+2=0 or x-4=0‏ 
وبالتالي فإن الحل هو: 
x--2 Or x=4‏ 
ويعني هذا أن Sal‏ العام للمعادلة التربيعية هو المجموعة التالية: 
S ={-2,4}‏ 


— معادلات 5333as‏ وا 


c)x°-25=0 
وباستخدام الفرق بين مربعين نحلل المعادلة أعلاه لنحصل على:‎ 
(x —5) (x +5)=0 


ولذلك فإن: 
x-5=0 or x+5=0‏ 
وبالتالي فإن الحل هو: 
l‏ 5- دعر x=5 or‏ 
ويعني هذا أن الحل العام للمعادلة التربيعية هو المجموعة التالية: 
(5, 5-4-5 


ويجدر القول هنا بأن هذه المعادلة التربيعية 0 = 25 — x?‏ يمكن حلها 
بالطريقة الأولى طريقة الجذر التربيعي كالتالي 25 = x7‏ وبالتالي فإن ۴5 = ×. 

وبهذا نقول بأنه يمكن حل معادلة تربيعية معينة بأكثر من طريقة من طرق 
حل المعادلات التربيعية. 


We can solve a quadratic equation by one or more of the solving 
methods. 


d) 6y = 4y 
من طرفي المعادلة نحصل على:‎ Ay وبطرح‎ 
6y;-4y =0 
وباستخراج ر كعامل مشترك نحصل على:‎ 
y (6y -4) =0 PE 


ولذلك فإن: 
or y=0‏ 0= 67-4 
وبالتالي فإن الحل هو: 
4 
6y =4 or =-=‏ 
y y 6‏ 
ويعني هذا أن حل المعادلة التربيعية هو المجموعة: 


2 
Pg | 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 0( 


e) 6x°+7x+1=0 
ee Or omega Neel d b does 
(6x +1) (x +1) =0 
ولذلك فإن:‎ 
6x +1 =0 
وبالتالي فإن الحل هو:‎ 


ويعني هذا أن حل المعادل التربيعية هو المجموعة: 


2-4-3 الحل بطريقة المميز (الصيغة التربيعية): 
Solution by Quadratic formula‏ 
طريقة المميز أو طريقة الصيغة التربيعية تعتبر من أكثر الطرق استخداما 
da Giada) Jip b lei SE al I5,‏ جميع el sf‏ الاد ات Do) yay ll‏ 
الدرجة الثانية)ء حيث أنها تعتبر الطريقة الأنسب Laie‏ تعجز الطرق الأخرى 
للوصول إلى الحل. 
وبالرجوع إلى الصيغة العامة للمعادلات التربيعية وبالشكل: 


ax? + bx +c =0 1 ` (4#0( | 


فإن تطبيق الصيغة التربيعية quadratic formula‏ أو ما يسمى بطريقة 
المميز يكون MUS‏ 


8 -b + XP? —4ac 


2a 


X 


ويمكن أن يكون aal‏ تصور عن حل المعادلات من خلال ملاحظة المقدار 
b^ 4 ac‏ فإن كانت قيمة هذا المقدار موجبة دل ذلك على أن هناك حلين حقيقيين 


mw i aal‏ وإذا كانت نتيجة هذا Jad zero Jaa‏ ذلك على وجود حل 
حقيقي واحد فقط للمعادلة التربيعية» أما إذا كانت نتيجة هذا المقدار سالبة فهذا يعني 
عدم وجود حل حقيقي للمعادلة التربيعية أو للمتغير. 

والأمثلة التطبيقية التالية هي حالات مختلفة لحل المعادلات التربيعية بطريقة 
الصيغة التربيعية. 


- حل المعادلة التربيعية التالية باستخدام طريقة الصيغة التربيعية 
Solve the following quadratic equation using the quadratic formula‏ 
2 
x —2x-1z20‏ 


بمقارنة بشكل المعادلة التربيعية أعلاه مع الشكل العام للمعادلة التربيعية 


نلا حظ أن : 
a=1 ] b=2 , and c=-l‏ 
وبالتالي فإن: 

-bF Nb” —4ac 

X= 
2a 
_ - C2)* J2Y -40C 
2(1) 

x= 44 E 2L Jen 


ويعني هذا or 1-42 "T‏ 1442 
وللتأكد من الحل نعوض في المعادلة الأصلية عن x‏ كالآتي: 
x -2x-1=0 when x = 1+2 we have‏ 
| 1=0-)2/+204- ?)42+( 
A=0‏ م2 - A‏ 2 242 +1 
020 


وهذا يعني أن all‏ صحيح. 


| 


also, x -2x-1 : 

(1-42y -20-42)-120 

A-7245 +2 4 WB A =0 
0=0 


وهذا يعني أن ded‏ صحيح. 


حل المعادلة التربيعية التالية باستخدام الصيغة التربيعية 
Solve the following quadratic equation using the quadratic formula‏ 
x —4x+4=0‏ 
وبمقارنة هذه الدالة التربيعية بالشكل العام للدالة التربيعية نجد أن: 
a-l , b=-4 , and c=4‏ 
وبالتعويض في الصيغة التربيعية نجد أن: 


" -bF Nb” - ع4‎ 


X= 
2a 


Lo LM FAY - 40) 


2(1) 
A 47/16-16 47/0 24.5 
2 2: 2 


ويعني هذا أن حل المعادلة. التربيعية هو حل واحد حقيقي وهو أن 2 = x‏ 
والسبب في ذلك أن قيمة b^ — 4 ac‏ تساوي صفرا. 

وللتأكد من الحل نعوض في المعادلة التربيعية الأصلية عن قيمة x‏ ب2 
لنحصل على: 
x —4x+4=0‏ 
4=0+)4(2+ ”2 
4-84420 
0-0 


حل المعادلة التربيعية الثالية باستخدام الضيغة التربيعية 


Solve the following quadratic equation using the quadratic formula 


3x! - 5x + 6 =0‏ 
وبمقارنة هذه المعادلة التربيعية بالشكل العام نجد أن: 
and c=6‏ ث b=-5‏ 

وبالتعويض في الصيغة التربيعية نجد أن: 


3-3 : 


—b* 4b? —4ac 


2a 


x= 


2(6) 


5tT425-72 5+v-47 


E 12 


Y‏ يوجد حل حقيقي لهذه المعادلة التربيعية وذلك لكون المقدار داخل الجذر 
شالب: 


:Completing the Square Method طريقة إكمال المربع‎ 2-4-4 


تعتبر طريقة إكمال المربع من الطرق المهمة لحل المعادلات التربيعية وذلك 
لكونها Laf‏ تستخدم لمعظم 'المعادلاث التربيعية. وتستند هذه الطريقة على تحويل 
الشكل العام للمعادلة التربيعية 0 = ax? + bx + c‏ إلى معادلة طرفها الأيسر على 


شكل مربع كاملء أما طرفها الأيمن فيحتوي على الثابث المتبقي من المعادلة 


This method is based on the process of arranging the equation of 
the standard form ax? + bx + c = 0 into the form (X + AY =B , where A 
and B are real constants. 


QE A! = 8 التصبح بالشكل‎ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية_ ‏ 


وبعدئذ نقوم بحل المعادلة بعد أخذ الجذر لطرفي المعادلة وإكمال عملية 
التبسيط لإيجاد قيم المتغير إن كانت له قيم حفيقية. 


The equation can be solved by taking the square root of both sides 
of the equation, if it has a real solution. 


والأمثلة التالية تطبيقات لهذه الطريقة كالآتي: 


. حل المعادلة التربيعية التالية باستخدام ظزيقة Jes]‏ المربع 


Solve the following quadratic equation using completing the square 
method 


x’-2x-1=0 
بإضافة الثابت 1 لطرفي المعادلة نحصل على:‎ 
x -2x =1 
نحاول إيجاد العدد الحقيقي الذي يمكن إضافته لطرفي المعادلة ويجعل‎ 
لاسن ر گام‎ is dal 
: (Rule) والقاعدة‎ 
على 2 ثم نربع ذلك‎ x هو 1 نقوم بقسمة معامل‎ x^ أ- عندما يكون معامل‎ 
المقدار.‎ 
لا يساوي 1 فنقسم جميع أطراف المعادلة‎ x^ يكون معامل‎ Laie ب- أما‎ 
على هذا المعامل ليصبح المُعامل الجديد ل× هو 1. ثم نقوم بتطبيق‎ 


الفقرة (أ) أعلاه. 


وبالرجوع للمعادلة في هذا المثال لدينا: 


x!-2xz1 


أي أن معامل ”× يساوي 1 وأن معامل x‏ هو 2- ولذلك فإننا سنقوم بإضافة 
S “> sal‏ توصل ule‏ 


TES معادلات بمتغير‎ oos 


x°-2x+1l=141 


x!-2x4122 


وباستخدام المربع الكامل نحصل على: . 
(x-1ř=2‏ 
وبأخذ الجذر لطرفي المعادلة نحصل على: 
x-1z r42‏ 
وبالتالي فإن: 
ajae or x-12 42‏ 
أي أن: 
x=1-42 or xedey‏ 


ويعني ذلك وجود حلين للمعادلة التربيعية هما .42 or Le‏ 1-42 


. حل المعادلة التربيعية التالية باستخدام طريقة إكمال المربع 


Solve the following quadratic equation using the completing square 
method 


2x! -8x 4320‏ 
بطرق الثابت 3 من طرفي المعادلة نحصل على: 


2-3 22-8 
وبقسمة طرفي المعادلة على 2 نحصل علئ: 
EUR = E PE‏ 
2 


نضيف الثابت لإكمال ay yall‏ وباتباع القاعدة السابقة بالشكل 
2 2 4 - 
4= (2-) = )— 
(2-) = ) 


إلى طرفي المعادلة لنحصل على: 


x - 4x +4 = و‎ 


| الرياضيات وتطبيقاتها فى العلوم الإدارية والاقتصادية - 


E TEN 
2 


وبإكمال المربع نحصل على: 


5 
= = 27 × 
pu‏ 
أي أن 
x-2=+ 2‏ 
2 
وبالتالي فإن 
x-2-2- = or »-2- 5‏ 
2 2 
أي أن 


x =2- 2 or eis 
2 2 


ويعني هذا أن هناك حلين حقيقيين للمعادلة التربيعية هما: 


x =2- 2 or es 
2 2 


ويمكن تلخيص الخطوات الواجب اتباعها لحل المعادلات التربيعية بطريقة 
إكمال المريع كالآتي: 


The following are the steps to solve the quadratic equation by 
completing the square method 


1- الخطوة الأولى: نضيف ثابت (à pbb‏ المعادلة لحذف الثابت الموجود في 
طرفها الأيسر 


Add constant to both sides of the equation to remove the constant 
term from the left side. 


2 الخطوة الثانية: نقسم على x? Gales‏ إذا كان المعامل Y‏ يساوي واحد 
لجعله واحد 


Divide by the coefficient of x? if it is not equal to one. 


ALIAM i‏ لإكمال E ar TN * zm‏ للمعادلة يجب إضافة 


To complete the square in equation, add the square of one — half the 
coefficient of x to both sides. 


4- الخطوة الرابعة: بعد أن يصبح الطرف الأيسر للمعادلة مربعاً كاملا 
نأخذ الجذر التربيعي لطرفي المعادلة ثم نقوم بتبسيط الناتج لإيجاد الحل أو الحلول 
للمعادلة التربيعية 


Now the left side is a complete square, take the square root to both 
sides and complete the solution. 


حل المعادلات التالية للأسئلة )11-1( 

Solve the following equations 
11+Y=5-Y 
HOY. —55.3Y 15 
3( لاك‎ - 5 (1 - 3302 1-3 (1 - 4Y) 
4) +2-2ة3‎ 4)1- = 5 )1- 20-2 
5) 6 [2x + 1-2 )2- 1([ + 4 = 4 ]1 + 2 )3 - ×([ 

ET Yl 


6 Sess 
2 3 


(a) for c (b) for z 


(a) for z (b) for t 


(a) fort PE  (b)fory 


:(14-12) حل التطبيقات التالية للأسئلة‎ 
Solve the following applications 


Five years ago, Ahmed was twice as old as Ali. Find the present age of 
Ahmed if the sum of their ages today is (43) years. 


معادلات بمتقير Eh‏ 


13( استثمر علي مبلغ بنسبة 10% والذي يمثل ضعفين ما استثمره بسبة 7%. 
مجموع ما حصل عليه عمر لسنة كاملة من الاستثمارين هو 51200. ما 
هو المبلغ المستثمر لكل نسبة من النسب؟ 

Omar invests twice as much at 10% as he invested at 7%. His total 


annual income from the two investments is 1200$. How much is invested 
at each rate? 


حصل عليه لسنة واحدة من الاستثمار هو 51500. ما هو المبلغ الذي 
استثمر لكل نسبة من النسب؟ 
Mohamed invested 5000$ more at 10% than at 15%, and received a total‏ 


interest income of 1500$ for one year. How much did he invest at each 
rate? 


(39-15) حل المعادلات التربيعية التالية بأي من الطرق المناسبة للأسئلة‎ 
Solve the following quadratice equations by any appropriate method 


15) 15x? = 30 (x + 2) 16) 3x (2x - 6) = 2x +3 
17) x° xA (x - D) (x-2) 18) 2x? -6x - 420 

19) 3x? = 12x - 4 20) (2x +3) (x +1) = (x +2) (x 23) + 4 
21) 2x? + 12x - 220 22) 2x! + 4x - 8 20 
23)2x? -6x-2 =0 24) 2x? + 10x + 10 20 

25) 4x” - 8x 23 26) 14x + 6 (0 - 5) 22x - 6 
27)2x! + 62+ 2-00 28) 4x” + 6x-8-20 — 

29) 2x? + 2x - 6 =0 30) 2x? + 10x + 12 = 0 

31) 6x x +2) +7 - 4 32) (x - 1? =2(x-1) 
33) x! - 5x + 6 =0 34) xà - 6x + 9 =0 

35) x! - 7x + 1220 36) x! + 4x +4=0 

37) 2x! + 5x + 3 =0 38) (x + 3) (x -3) 2x -9 
39) 2x? + 2x -3 =0 
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.3 مقدمة 4 Introduction‏ 
e‏ فحن الفصل الأو 3 التعرة ف على الأعداد الحقيقية Real Numbers‏ 

وخصائصها العامة Their Properties‏ وكذلك تم التعرف على معنى الأعداد 
الحقيقية Meaning of Reals‏ وفي الفصل الثاني تم التعرف على المعادلات 
الخطية والتربيعية لمتغير واحد Linear and Quadratic Equations In One‏ 
Variable‏ وطرق الحل المناسبة لها -Their Solving Methods‏ وفي هذا Jail‏ 
سيتم التعرف على مفاهيم رياضية جديدة New Mathematical Concepts‏ لها 
علاقة وثيقة بتعريف وخصائص ومعنى الأعداد الحقيقية ألا وهي المجموعات Sets‏ 
والفتقرات Intervals‏ والمتباينات الخطية والتربيعية بمتغير واحد Linear and‏ 
Quadratic Inequalities In One Variable‏ من خلال التعرف على المتباينات 
5 ورموزها واستخداماتها وتطبيقاتها الكثيرة. وكذلك سيتم حل كثير من 


الأمظة Examples‏ والأمثلة التطبيقية Applied Examples‏ والتي تساعد في 


Saal ig sina Ait كر من امائ‎ Jal CLUE p seda بن‎ Sal a 
„Exercises نهايته على كثير من الأسئلة‎ ist 
ونظرية‎ Sets سيتضمن الفصل عدة مباحث وهي المبحث 3-2 المجموعات‎ 
3-4 والمبحث‎ Intervals والمنبحث 3-3 الفقرات‎ Set Theory cie papal 
والمبحث‎ Linear Inequality In One Variable المتباينات الخطية بمتغير واحد‎ 


3-5 المتباينات التربيعية بمتغير واحد Quadratic Inequality In One Variable‏ 
وأخير | المبحث 3-6 القيم المطلقة „Absolute Values‏ 


1| 
" 


الرياضيات وتطبيقاتها في ني العلوم الإدارية والاقتصادية 2 


:Set theory عات‎ po da DA 9 

سنبدأ الحديث عن المجموعات Sets‏ وطرق التعامل معها How to Deal‏ 
| 
| 


with Sets‏ والعلاقات التي تخصها Their Relationships‏ بمحاولة تعريف 
المجموعة aS y j set‏ 


Set: Any well-defined collection of objects, These objects are 
called members or elements of that set. 


These members or elements usually written within this kind of 

parentheses { ) to designate a set using one of these letters A, B, C, D, 

.. or if the number of sets are very big, then we usually use the letters 
A1, A2, A3, ... to designate our sets. 


Examples of sets: 
1) The set of all students in Math. course. 
2) The football team in a university. 
3) The set of all households in Amman. 
4) The set of Integer numbers. 


ويلاحظ من الأمثلة أعلاه أن المجموعة Set‏ هي تجمع من مفردات 
5 يفترض أن يكون لها iia‏ أو صفات مشتركة» فمجموعة فريق كرة 
القدم في الجامعة يتألف من عدد من الطلبة في الجامعة واللذين يلعبون ضمن نفس 
E‏ الأعداد TT‏ الأعداد الصحيحة التي تم 
| 
وحيث أننا سندرس المجموعات ضمن babe‏ الرياضيات من خلال هذا الكتاب | 
| 
| 
| 
| 
| 
i‏ 
| 


لذلك سيتم التركيز هنا لكتابة والتعامل مع مجموعات الأعداد. 
أما عن طرق كتابة المجموعات :Methods for writing sets‏ 
Listing Method:‏ )1 
if it is possible to specify all elements of a set, then, we can use this‏ 


method to describe the set by listing all the elements and enclosing the 
list inside braces. 


The general form of listing the elements a; , a2 , a3, ... , an inside 
the set A, me have: 


A= {a , 232,33, ... , an} 


where, a, ,i1=1,2,3,...,n are called members or elements of 
the set. 


We say that element a; is a member of (belongs to) the set A, and 
write a; € A. 


for example, set A consists of the elements 1 , 2 , 3. Then, we write 
A={1,2,3},and1le ء 2 بذ‎ A, and 3 e A. 


members or elements of a particular set. Then, we can use what is called 
the Rule — Method. In which, we have to specify and state a rule for 
membership of the elements in the set. 


For example to write the set of real numbers between the two 
numbers a and b. Then, we use 


A={x|a<x<b, where a and b are reals} 


3) Venn - Diagram: 

this method is to present the set by a graph, this graph may be a 
rectangular or a circle to designate the set and then specify all elements in 
side this set. Also, this graph maybe the real line and all sets can be 
presented by the specified points or intervals on this line. 


The general form for Venn — Diagram may be: 


A l 2 3 or a ا‎ 


سنقوم OV!‏ وبعض استعراض طرق عرض المجموعات بالتعامل مع بعض 
الأمثلة المناسبة لتعريف وكتابة مجموعات الأعداد وكالآتي: 


2) Rule Method: 
if it is not possible or in which it would be inconvenient to list all 
| 
| 
| 
i 
[ 
| 
| 
| 
| 


Write the set of Natural Numbers الطبيعية‎ alae M! اكتب مجموعة‎ 


الأعداد الطبيعية وكما تم وصفها سابقاً هي الأعداد ... , 3 , 2 , 1» ويرمز 


لمجموعة الأعداد الطبيعية بالرمز N‏ وستمثل المجموعة التالية: 
الم NS‏ 


Write the set of Integer Numbers اكتب مجموعة الأعداد الصحيحة‎ 


الأعداد الصحيحة 5 LS‏ تم وصفها سابقاً هي الأعداد الطبيعية N‏ ومماثلاتها 
من القيم السالبة ونقطة الصفرء ويرمز لمجموعة الأعداد الصحيحة بالرمز I‏ 
وستمثل المجموعة التالية: 
EE OEE E: SE E R A a ET‏ 


Write the set of odd Naturals X33 jill اكتب مجموعة الأعداد الطبيعية‎ 


هذه المجموعة هي جزء Subset‏ من الأعداد الطبيعية السابقة الذكر N‏ والتي 


لها خاصية أن تكون تلك الفردية منها وبالتالي فإن هذه المجموعة ولتكن A‏ هي: 
A={1,3,5,7,...}‏ 


7 , 2 كتب مجموعة الأعداد .الطبيعية بين العددين‎ 
Write the set of Naturals between 2 and 7 


لكتابة هذه المجموعة Lule‏ تمييز أربعة حالات مختلفة كالآتي: 
a) Both 2 and 7 are included in the set, say A, then:‏ | 
A={2,3,4,5,6,7}‏ 


b) Both 2 and 7 are not included in the set, say B, then: 
| B={3,4,5,6} 


c) 2 is included in the — say C, but 7 is not, then: 
C={2,3,45,6} 
d) 7 is included in the set, say D, but 2 is not, then: 
Dz(3,4,5,6,7) 
ويلاحظ من خلال الحالات أعلاه أن هناك فرق واضح في وصف‎ 
ا‎ dli es usb ا‎ AI WS JE CORE اخ غات مو‎ 


.Listing the elements القائمة‎ 


Write the set of Real Numbers اکت مجموعة الأعداد الحقيقية‎ 0 1 


وكما تم وصف الأعداد الحقيقية سابقاً والتي لا يمكن تمبيز مفرداتها وبالتالي 
فإننا y‏ نستطيع استخدام طريقة القائمة Listing‏ والتي تم اعتمادها للأمثلة السابقة 
وذلك لصعوبة تحديد جميع العناصر الداخلة ضمن هذه المجموعة. ولذلك يجب 
علينا استخدام طريقة القاعدة Rule‏ بالشكل التالي: 
R={x|-0<x<oo}‏ 


7 كنب محموعة الأعداد الحقيقية وارسْمها بين العددين 2 و‎ 
Write and graph the set of Reals between 2 and 7 


DELLS,‏ ملاحظته:ضبمن مثال )4( السابق فإن هناك أربعة حالات مختلفة 
يمكن تمييزها کالاتي: 


a) 2 and 7 are included in the set, say A; , then: 


A, = {x|2 <x <7 , x is real number } 
b) 2 and 7 not included in the set, say A» , then: 


A2 = {x|2 <x <7 , x is real number } 


C) 2 is included in the set, say As , but 7 is not, then: 


A3={x|]2<x<7,x is real number } 


d) 7 is included in the set, say A4 , but 2 is not, then: 


Ag={x|2<x<7,x is real number } 


وهنا أيضا يمكن ملاحظة أن الحالات الأربعة أعلاه تعطي مجموعات 


أما عن رسم هذه المجموعات فلدينا: 


Aj 
— a E 
0 2 7 
A2 
alte) م‎ 


D 
N 
as 


A3 
ee 


p a —— Rete | HEN 


سنقوم الآن بتعريف وتسمية عدد من المجموعات ala‏ محددة وأشكال 
معينة ورموز معتمدة كالآتي: 
Identity Set: A set that contains only one element such as A = {1}, B=‏ 


{0}, and C = fc) 


Empty Set: A set that contains no elements, denoted by  , which is also 


called the null set. Such as. 


A = { x | x is an integer HN 7 and 8) 
B = { x | x is a real number and x? = -1) 


Universal Set: A set that contains all subsets and all elements of a given 
study, denoted by U or S. This set is also called a Sample 


Space, denoted by Q. 


Subset: A set A is said to be a subset of another set B if every element of 
A is also an element of B. In such a case, we write A CB. 


^ 10 
° 


This relationship can be presented by Venn-diagram as follows: 


Note: From the above definitions, we can notice that: 
1) Any set A is a subset of the Universal set U 
That is, ACU 
2) Any set A is a subset of itself. 
Thatis, ACA 
3) An empty set 0 is a subset of any set A. 
That is, © CA 


Therefore, we can say, in general, Q CA CU 


. اكتب المحموعات الحزئية للأعداد 1;2;3 
Write all subsets of 1,2,3 . |‏ 
وهنا يمكن J sill‏ بأن المجموعات الجزئية subsets‏ والتي يمكن تكوينها من 
| استخدام الأعداد 3 , 2 , 1 هي ala‏ أصغر مجموعة وهي P‏ 
| قم نأخذ الأعداد كلا على حدة لتكون المجموعات }1{ d2}‏ }3{ ثم نأخذ 
الأعداد كل اثنين مع بعض لنحصل على المجموعات )2 6 1(« }3 é‏ 1{ }3 6 2{ 
وأخيراً نأخذ الأعداد الثلاثة مع بعضها لتكون المجموعة الأكبر -U‏ )14243( 
وبالتالي فإن ile E‏ الجزئية هي:, | 
Subsets: >, {1} , {2}, (33, {1,2}, {1,3}, 2, 32, U‏ 
Ul‏ عن العلاقات التي يمكن ملاحظتها للمجموعات ‘Relationships on Sets‏ 


— XuLaxyl العلوم الإدارية‎ EET OREO 


1) Intersection: The intersection of two sets A and B, denoted by 
A A B is the set that contains all elements in A and in 
B presented as 


2) Union: The union of two sets A and B, denoted by A U B is the 
set that contains all elements that are in A or in B or in 
both presented as: 


3) Complement: The complement of a set A, denoted by A or Af“, 
is the set of all elements that are in U, but not is A 
presented as: 


4) Equal: Two sets A and B are said to be equal if AC B and 
B CA. In such a case we write A= B. 


5) Mutually Exclusive: Two sets A and B are said to be mutually 
exclusive (or disjoint) if and only if A A B = 6$ 
presented as: 


rer tt en Oe Pt AEA eaten EE Y 


ويلاحظ أن الفرق بين الشكلين أن AUB‏ = 0ا للحالة التي في الجهة 
اليمنى» أما الأخرى فليست كذلك. 
باستخدام العلاقات السابقة التعريف هناك بعض العلاقات التي نستطيع 
إيجادها أو تحديدها من ذلك وهي كالآتي: | 
IAUA=A ANA=A‏ 


ذم 8 - 8 مذ ; 2)AUB=BUA‏ 


Commutative laws ونسمى خاصية التبادل‎ 
3)AU(BUC)=(AUB)UC 
AN(BAC)=(ANB)AC 
Associative laws وتسمى خاصية التشارك‎ 
4( AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 
AU(BOC)=(AUB)N(AUC) 
Distributive laws a5 sill pala وتسمى‎ 
5) AUU=U 5 AU Q =A 
A (CY U = A " A A 0 = 0 
Identity laws وتسمى خاصية الوحدة‎ 
6( عم داك‎ - 2 1 |^ ^ ANA =$ 
Complement laws وتسمى خاصية المتممة‎ 
7) (AUB) = “قمعم‎ | 
(A MB) = AS UBS 
Demorgan’s laws وتسمى قوانين دي مورغان‎ 
أماعن بعض الأمثلة التي تستخدم الخصائص والتسميات أعلاه فيمكن‎ 


ET 


افترض أن 1= لا وافترض المجموعات الجزئية التالية: 
A the set of integers greater than or equal —2 and less than 5. |‏ 
B the set of integers greater than or equal 0.‏ 
N the Natural set.‏ 


حدد العلاقات وأوجد المجموعات التي يمكن الحصول عليها من المجموعات 
أعلاه. | 
WTC ss) 295 0: 1:959. 05‏ 
فى هذا المثال لدينا المجموعات التالية: 
A={-2,-1,0,1,2,3,4}‏ 
B={0,1,2,3,4,...}‏ 
Nel oa os‏ 


ونلاحظ هنا أن NCB‏ وهذا يعني sNUBS=B‏ 11 - 7168 
وكذلك لدينا ما يلي من العلاقات: 
ANB={0,1,2,3,4‏ 
AUB= (22521 (05152 34-5}‏ 
AQN={1,2,3,4}‏ 
AON] (25-1507 1:43‏ 
AUB=AUN‏ 
OF‏ در A EQ‏ 
O‏ يي م 


A={x|1<x<2} 
 B-(x|15Xx«3) 
'C={x|1Sx<S4} 


D={x|x24} 


حدد العلاقات وأوجد المجموعات التي يمكن الحصول عليها من المجموعات 
أعلاه. 


نلاحظ هنا أن ACC‏ وهذا يعني أن © - ٥ں‏ ۸ وى - 660 4 ونلاحظ 
Cad‏ أن + = AND‏ وهذا يعني أن A , D‏ متنافيتان وكذلك لدينا ما يلي من 
العلاقات: 


AQB={x|/15<x<2} 
AUB={x|1<x<3} 
CAD={xlx=4}={4} 
CUD={x|1<x<oo} 
AUD={x|1lsxs2}U{x|]124} 
M={x]-o<x<1l}U{x|2<x<o} 
Bo={x]-0<x<15}U{x|3<x<o} 
Co={x|-0<x<l}U{Lx|4<x<oo} 


Do={x|x<4} 


وحد العأذقات اللي تربط بين المجمو غات التالية: 
Find all relationships between the following sets‏ 
a) Let A = { 1, 3, 5 } and B = {1 35:53. 255.6)‏ 
we notice here that A c B‏ 
b) Let A = (-2, +2} and B = (x |x 2 4?‏ 


solving the quadratic equation x? = 4 gives the solution x = F2. 
Therefore, A = B 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية _ 


كنا lw Lf)‏ وعند الحدية: عن cai A dala‏ لمجموعات الأعداد 
و بالأخص الأعداد الحقيقية Properties in Real Numbers‏ هي: 


If a and b are real numbers, such that a is less than b. Then, we 
write a « b which is called an inequality. 


وفي هذا المبحث سنركز على وصف هذه المتباينة ومماثلاتها بشكل فترات 
5 كالاتي: 


a) If a and 6 are real numbers, such that a > b. Then, the open interval 
from a to b, denoted by (a , b), is the set of all real numbers x that lie 
between a and b. Thus, 


(a , b) = {x | xis real number and a < x <b} 


b) Similarly, the closed interval from a to b, denoted by [a , b], is the set 
of all real numbers that lie منت‎ a and b together with a and b 
included. Thus, 


[a , b] = {x | x is real number and a < x < b} 
c) Semi closed or Semi open intervals are defined as follows: 

[a , b) = {x | x is real number and a < x < b} 

(a, b] = {x | is real number anda < x < b} 
b,a glaa [a, b) و‎ (a, b] « [a,b] « (a, b) لجميع الفترات الأربعة‎ 
بحيث أن الفترة المفتوحة لا تحتوي على‎ endpoints الفترة‎ las يعرفان على أنهما‎ 
الفترة المغلقة فتحتوي على الحد المغلق فيه الفترة‎ LÍ المفتوح فيه الفترة عندها‎ asl 

عنده. ويمكن عرض الشكل الذي يمثل كل فترة كالآتي: 


٠ a) (a ; b) (c cnp ar 
- b) [a ; b] es. 


o la. b) ee 


0 — c * (a ` b] : oo 
oe 8 a Ed 5 z a 


L adh,‏ هنا مدى التشابه الكبير بين del B‏ ورسم الفترات وتعريف 
المجموعات كما تم في المبحث السابق. 

ويجب الإشارة هنا إلى أنه هناك بعض الفترات الغير محدودة Unbounded‏ 
il intervals‏ جميع الفترات من الشكل أن تبدأ بقيمة معينة وتكون مفتوحة إلى 
+ أو أن las‏ من coo‏ وننتهي بقيمة معينة. ومن أشكال هذه الفترات التالي: 


—À enne FE‏ سه 


a 


ao) xa} 
u oe مسد ورين‎ E 


0 0 0 - dite. b] a {x x< b} ttt EEE ELLE ا‎ —— — ——— 


وفي نهاية المبحث سنعرض بعض الأمثلة المناسبة لقراءة الفترات ورسمها 
وعلاقاتها كالآتي: 


:write the following in the interval form التالي بشكل فترات‎ e 


8 >2 > 2(2 
الفترة التي تمثل هذه القيم هي الفترة المغلقة بالشكل: 
=4{x:2<x<8}‏ ]2,8[ 
ورسمها بالشكل: 


~ re 
— 0 2 8 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ____ 


b) x > -4‏ 
هذه الفترة المفتوحة تمثل agen‏ القيم الحقيقية والتي تبدأ من القيمة 4— 
بالشكل: 
(-4,e)={x:-4<x<o}={x:x>-4}‏ 
ورسمها بالشكل: 


$$$ E LEE ELE a 


-4 0 


Linear Inequalities in one variable "Ld 


Linear equation in one sal y بالرجوع لتعريف المعادلة الخطية بمتغير‎ 
ضهن هذا‎ sal. ecd CI Sul Cos sg Ld do Gy variable 
المبحث حيث أن الشكل العام للمتباينة بمتغير واحد هو أحد الحالات التالية:‎ 
ax +b > 0 or ax +b >0 
ax+b<0 | or ax +b 20 
where a z 0 , a and b are real numbers. 
وكما تم تعريف حل المعادلة الخطية يتم تعريف حل المتباينة الخطية بأحد‎ 
٠ الأشكال التالية:‎ 


General form for the solution of Linear inequality in one variable: 


Lt Of Ay ee 


a oy a 

b 
xs-— or x2-— 
a a 


ولا بد من الإشارة هنا إلى الرجوع للقوانين التي سبق La S3‏ في خاصية 
الترتيب المتعلقة بمجموعة الأعداد الحقيقية عند حل الأمثلة والتي سيتم عرضها 


as jJ‏ حل المتباينات التالية: 
Find all real numbers that satisfy the inequality |‏ 


a)2xz1 
2 وذلك بقسمة طرفي المتباينة على العدد‎ x22 حل هذه المتباينة هو‎ 
b) 32-5 > 0 
وحل هذه المتباينة يتم بإضافة العدد 5 لطرفي المتباينة لنحصل على:‎ 
3x < 15 
x <5 (aJ ومن ثم نقسم طرفي المتباينة على ]334 3 لنحصل على‎ 


4 + :2 > ع - 3 ره 
لحل هذه المتباينة نضيف x‏ لطرفي المتباينة لنحصل على: 


3<3x+4 
ثم نقوم بطرح العدد 4 من طرفي المتباينة لنحصل على:‎ 
-1 S3x 


وأخيراً نقوم بقسمة طرفي المتباينة على العدد 3 لنحصل على الحل: 


: 1 
—-—<x or x2-—- 


3 3 


:Solve the following inequalities A3lóll أوجد حل المتباينات‎ 


a)5-2x«7 
حل هذه المتباينة يتم بطرح العدد 5 من طرفي المتباينة لنحصل على:‎ 
-2 2خ‎ > 2 ' 


وعند قسمة طرفي المتباينة على العدد (2-) لإيجاد الحل؛ علينا مراعاة أن 


` 
7 


القسمة على aae‏ سالب يعكس شكل المتباينة وبالتالي نحصل على: 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
| 
| 
| 


b) Sees 
2 1 
sally AULA ii jl نكن ری‎ ia طرق‎ Bay Ail ada حل‎ Gp Say 
فف غ‎ AER ect APA وذلك للتخلص من العدد ج ولتسهیل‎ 2 
10x-1<2x+6 | 
للظر فن تحن‎ 1 salt Miah else s Ag في‎ us سن‎ De dag 
على:‎ 


8x <7 


وأخيراً وعند dad‏ طرفي المتباينة على العدد 8 نحصل على dall‏ وهو: 


7 
x«— 
8 


المتباينة المزدوجة التالية: 
Solve the double inequality for x‏ 
3 > 2+7 >5 
في هذه المتباينة المزدوجة يظهر المتغير × في وسط الشكل وبالتالي فإن حل 
هذه المتباينة المزدوجة سيتم بحل المتباينتين الناتجتين معا كالاتي: 
fas‏ بطرح العدد 7 من eias‏ أطراف هذه المتباينة لنحصل على: 
6 >2 > 2- 
وبالقسمة على العدد 2 نحصل على الحل وهو: 


-l<x<3 


حل المتباينة المزدوجة التالية: 


Solve the double inequality 
2+ 1 > 3 - 2> 2+5 
QE على‎ Miel قر‎ Vol النزذوحة كينا‎ cauia :مين‎ gil لکل هذا‎ 
متباينين كالآتي:‎ 
عر 3 >1 +222 المتباينة الأولى‎ 
المتباينة الثانية‎ 3-× «2x 5 
ثم نقوم بحل كل منها على حدة كالاتي:‎ 
a) 32+ 1> 3-1 


4x «2 


1 
X«— 
2 


b)3-x«2x-*5 


وبالتالي فإن حل المتباينة المزدوجة هو: 


سس حير and‏ 
3 


ويمكن كتابة الحل بالشكل النهائي التالي: 


2 1 
—-——«x«— 
3 2 


Ud‏ عن تطبيقات المتباينات فكثيرة منها التطبيقات التي تخص تحديد الأرباح 
Manufacturer's profit‏ والذي سيعرض في المثال (16) التالي» وتطبيقات 
الاستثمار Investment‏ والذي سيتم في المثال )17( التالي وكذلك تطبيقات اتخاذ 


18) والذي سيتم في المثال‎ Production Decision نشبا الإنتاجية‎ e y al 
ي سيلم في‎ J 
: Ji 


dee |‏ 16ے 

٠‏ مضت للأجوةة الإلكتزونية aay‏ الأجهزة gal Antal)‏ شعن 100 ديناز 
للجهاز الواحد» Lale‏ بأن التكاليف الأسبوعية هي 10000 دينار وأن تكلفة الجهاز 
الواحد هو 80 ديناراً. أوجد عدد الأجهزة الإلكترونية التي باستطاعة المصنع 
صنعها وبيعها أسبوعياً لتحقيق ربحاً أسبوعياً 1000 دينار على الأقل. 


The manufacturer of electronic appliances can sell all he can 
produce at the selling price of 100 J.D. each. It costs him 80 J.D. to 
produce each item, and he has overhead costs of 10000 J.D. per week. 
Find the number of units he should produce and sell to make a profit of at 
least 1000 J.D. per week. 


لنفرض أن عدد الأجهزة المنتجة والمباعة لهذا المصنع هي x‏ وبالتالي فإن: 
Cost = 10000 + 80 x‏ الكلفة 
Revenue = 100 x‏ العائد 
ca Jl Profit = Revenue - Cost‏ 
P -100x- (10000 + 80 x)‏ 
P =20x- 10000‏ 
ولذلك فإن dad‏ × » أي ase‏ الأجهزة المنتجة والمباعة والتي تحقق ربحا 
على الأقل 1000 دينار أسبوعياً هي قيمة x‏ التي تحقق التالي: 
P > 1000‏ 


ويعني ذللك: 
x — 10000 = 1000‏ 20 


ويمكن حل هذه المتباينة بإضافة 10000 لطرفي المتباينة ثم القسمة على 20 
لنحصل على: 


x < 0 


ويعني ذلك أن على المصنع أن ينتج على الأقل 450 جهاز لتحقيق على 


- هليع Gods Gus dec aca‏ 0/7000( بعك يضح Ais aad‏ 
بمعدل ربح 7% والباقي بمعدل رقم 0. ما هي الكمية القصوى التي يجب عليه 
أن يستثمرها بالمعدل 7% لتحقيق على الأقل 500 دينار كربح سنوي. 


A Business man has 7000 J.D. to invest. He wants to invest some 
of it at 7% and the rest at 10%. What is the maximum amount he should 
invest at 7% if he wants an annual invest income of at least 500 J.D. per 
year. 


لنفرض أن الكمية التي سيضعها بمعدل ربح 7% هو x‏ وبالتالي فإن الكمية 
التي سيضعها بمعدل ربح 10% هو .(7000-x)‏ ولتحقيق ربحاً على الأقل 500 
دينار لدينا المتباينة التالية: 


7% x + 10% (7000 — x) 2 500 


أي أن : 
x + 700 — 0.10 x 2 500‏ 0.07 
أي l c)‏ 
x 2 -0‏ 0.17- 
وبالتالي فإن: 
277 كد ويعني ذلك أن 1176.47 > × 


وبالتالي فإن رجل الأعمال يمكن أن يضع 1176.47 ديناراً ass‏ أقصى 
بالمعدل 7% لتحقيق الربح المعين. 


| 
| 


| 
E 
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وود عدون albas) diss‏ هان اتون دنه cti edi adt‏ 
تهيئتها لإدارة مصنعه: فإذا أراد شراء هذا الجهاز من الخارج فإن تكلفة الجهاز 
الواحد 1.5 ديناراً أما إذا أراد تصنيعه في المصنع فإنه سيزيد من الكلفة الكلية 
See a) E oes E 500: AT‏ الو لعف xx A ha Ta‏ 
الأجهزة التي عليه تهيئتها شهرياً ليستطيع اتخاذ القرار بشأن تصنيع الأجهزة داخل 
المصنع. 


The management of a manufacturing firm wants to decide whether 
they should manufacture their own items, which the firm has been 
purchasing from outside suppliers at 1.5 J.D. each. Manufacturing the 
item will increase the overhead costs of the firm by 500 J.D. per month, 
and the cost of the item will be 1 J.D. How many items would have to be 
used by the firm each month to justify a decision to manufacture their 
own items. 


لأجل اتخاذ القرار بشأن التصنيع dah‏ المصنع يجب أن تكون AMS‏ الشراء 
أكبر من كلفة التصنيع كالآتي: 


Cost of purchasing > Cost of manufacturing 
1.5 x > x + 500 
0.5 x > 500 
X > 


1000 


لذلك فإذا احتاج المصنع على الأقل 1000 جهاز شهرياً على صاحب 
المصنع تضنيعها في الداخل. 


وكما تم تعريف المعادلة التربيعية Ate reper reer cere‏ بالشكل العام التالي: 
ax +bx+c=0‏ 
where a#0,a,b, and c are real constants‏ 
يمكن تعريف المتباينة التربيعية بمتغير واحد بأحد الأشكال التالية: ٠‏ 
ax +bx+c>0‏ 
ax 4bx4cz0‏ 
where a # 0. a , b , and c are real constants‏ 
وبنفس الأسلوب الذي تم اتباعه لحل المعادلات التربيعيةء كما ورد dua‏ 
نستطيع حل المتباينات التربيعية والأمثلة التالية تشير إلى المعنى كالآتي: 


:Solve the following inequality حل المتباينة التالية‎ 
x -3x>0 


medalia إلى‎ eligat doyle عن‎ YF المقبايتة‎ eda lay a gia 
x -3x=0 


x(x-3)z0 
يعني‎ Gills x - 3 = pase sx edd ay 
x= 3 أن‎ 
نقوم الآن برسم هاتين النقطتين على خط الأعداد الحقيقية وتحديد الإشارات‎ 
ال تت إشارة×‎ Ecco اا‎ 
3 0 o 


+ + ++ 
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|| 

|| 

ولتحديد الإشارة الموجبة للمتباينة 0 > 3 - ”× والذي يمثل الحل فإن all‏ | | | 

i | i 5 

| | is 
| | x <-3 or x >0 


حل المتباينة التربيعية التالية :Solve the following inequality‏ 
x +3x-4<0 |‏ 
وبنفس الأسلوب المتبع في المثال السابق نحول المتباينة إلى معادلة تربيعية 
x +3x-4=0‏ 
وباستخدام أسلوب التحليل إلى al gall‏ نحصل على: 
(x44) (x-1) =0‏ 


وعند حل كل من حدود المعادلة نحصل على الحل: 


X= 4 or xo] 


ولتحديد الإشارة لدينا: 


x- 1 إشارة‎ iE a a Ea tilt Û 
Ei 0 1 


| 

| 

| 

| 

E 

| | إشارة4+×‎ te iet 
| 

| 

i 

| 


A Ol 
-4 >× وبالتالي فإن حل المتباينة التربيعية سيكون عندما 1 ك‎ 


:Absolute values القيم المطلقة‎ 3.6 | 


If x is a real number, then the absolute value of x, denoted by |x| , is 
defined by: 


Ix| = 
-X ifx <0 


| 
x ifx 20 
for example: |2| = 2 , |-3| = -(-3) = 3 , and |0] = 0. 


وبالتالي فإنه من الواضح أن القيمة المطلقة لأي عدد حقيقي هو عدد حقيقي 
موجب nonnegative real numbers‏ ويعني ذلك أن 0 2 dx]‏ 
وهناك بعض العلاقات Gal ll‏ معرفتها قبل الدخول في حساب القيم المطلقة 
. والتي سيتم عرضها كالآتي (بدون براهين لأنها خارجة عن أهداف هذا الكتاب): 


1) If ja} 2 b , where b = 0 then either 
a=b or a=-b 


| 

| 

| 

2) If |a| = |b| , then either a=b or a=-b | 
| 

3) xl = bx] = Va? | 
4) |x| > aif and only if-a« x «a | 
| 

| 

| 

| 

| 

| 


5) |x| > a if and only if either x >a or x«-a 


6) [a b| = lal . [b] 


والآن سنقوم بعرض بعض الأمثلة للتعامل مع مفهوم القيم المطلقة وباتباع 
العلاقات التي ورد ذكرها أعلاه لحل المعادلات والمتباينات والمتضمنة لمفهوم 
القيمة المطلقة كالآتي: 


:Solve for x 


a) [2x - 4| = 6 


بالرجوع لتعريف القيمة المطلقة واستخدام العلاقة رقم (1) أعلاه نجد أن 


لدينا: 
2x 4=6 or 2x —-4 =-6‏ 

وبحل كل واحدة من هاتين المعادلتين بالطرق السابق 83 la‏ نحصل على: 
x=5 or x=-l‏ 


b) 2x + 5| =|3x - 11 


وبالرجوع لتعريف القيمة المطلقة واستخدام العلاقة رقم )2( أعلاه نجد أن 


لدينا: 
2x+5=3x-1 or 2x+5=-(3x-1)‏ 
or 2x+5=-3x+1‏ 32-1 - 5 +22 
x=4 or Pure‏ 
5 


عبر عن ما يلي باستخدام eal‏ المطلفة؛ 
Express the following using absolute values‏ 


a) x is at distance of 2 units from 5: |x - 5| = 2 

b) x is at most 3 units from 4: Ix - 4| > 3 | 
c) x is at least 5 units from 4: |x - 4| 2 5 
d) x is greater than 8 units from 3: |x - 3| > 8 


e) x is within a units from c: x - c| <a 


Solve for x the following inequalities | 
a) |3x - 4| > 5 

digo neos‏ القيمة المطلقة واستخدام العلاقة رقم )4( أعلاه نجد أن: 
-5«3x-4«5 |‏ 


وبالرجوع لحل المتباينة المزدوجة أعلاه Las)‏ رأينا سابقاً) وبإضافة العدد 4 


«3x «9‏ ]- 
ثم بالقسمة على العدد 3 نحصل على الحل: 
ut «x «3‏ 
3 
|3x - 4|» 7‏ رط 


وبالرجوع لتعريف القيمة المطلقة واستخدام العلاقة رقم )5( أعلاه نجد أن: 
or 3x -4<-7‏ 3-4<7 


سنحل كل من هاتين المتباينتين كالآتي: 


3x > 11 or 3x > -3 
11 > 
Enel Or x«-l 


:Evaluate the following جد ناتج كل مما يأتي‎ 
a) |)2( QJ 21213] 2 2.326 | 
b) |(-2) 12 |-2 |3| 22.326 
c) |) — 2) (x + 3) = Ix - 2| Ix + 3] 


2 أوجد قيمة × التي تحقق المتباينات التالية: 


لأطراف المتباينة نحصل على: 


x-2 
x+3 


_ [x-2 
2+3 


d) 


بأ مثال 25 


:Solve the following inequality حل المتباينة التالية‎ 


2x— = 
prs 21 or A 
7 7 


| 
| 
| 
وسنقوم بحل كل من هائين المتباينتين كالآتي: | | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i‏ 
| 
| 
| 
| 
| 


<-1 


2x -327 Or 2x - 3 > -7 


2x = 10 or 2x € -4 


x25 Or x<-2 


:(8-1) للأسئلة‎ Describe the following sets اكتب المجموعات التالية‎ 
1) The set of natural numbers less than 10. 
2) The set of even integers greater than 3. 
3) The set of all prime natural numbers less than 20. 
4) The set of real numbers in the interval [-1 , 1]. 
5) The set of real numbers greater than —5 and less than or equal to 3. 
6) The set of real numbers greater than of equal to zero. 


7) The set of real numbers and x? - x - 2-0 


1 
8) The set of all numbers y such that y — Pu where h is a natural 
numbers. 


9) Write S , A, and Af“. Then find AU AS, AM AS 


Ty » Tz 


AS 
5 


10) Write S , A , and B. The find A ^ B AU A ,B^, ASABE, 
A‘ U B° for the following three cases. 


mum 
a ce 
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11) LetQ=R 
Az={x:-l1sxsl} 
| B={x:x20} 
C={x:x>-l} 
D={x:x<1} 


Find: ANB, ANC, AND, BAC, BAD, CAD,AS, BS, CS, 
D°,AUB,AUC,AUD,BUC,BUD,BUD, (ANB), 
(AU BS, (ANOS ,(AUCY,(AN DY, (A ب‎ DSS 
(BAC , 8 مق , 0 ب‎ D)°, BUDE, (CAD), (CUD). 
AO AB? A UB LARC OA UCT A اتام‎ VAS uD, 
مكعم‎ CE, B TUCE, BS ADS, BEUDE, CoA DS and CS u DS 


(27-12) للأسئلة‎ Solve the following inequalities حل المتباينات التالية‎ 


1203-7 13( 31 - 3y > 7 
14) 2 (3x - 1) 224 5 (x- 1) 15) = z nA 

1 1 7 
16) 5- 2x <2+—(x41) 17) 2x 4 - «13 

3 2 | 9 
18) 7 «2x * 5 > 3 19)-4«x-2«4 
20) 6x -11 > 3x + 1 > 52-7 21) 2x>x+1>3x-5 
22) (x +2)(x+3)>(x-27% A) (3x + 1( = 2) < (x= 4) 893) 
24) 9 X4 - 6x < 12 25) x? = 3x < 10 
joy Ss mie <4 

"E 


:(39-28) للأسئلة‎ Solve for x لكل مما يأني‎ x حل لإيجاد قيمة‎ 
28) x - 5| 22 29) |4x - 3| = [3x + 5| 
30) x - 2| > 3 31) [x + 5|22 


SS 33) l6x - 2| = 

34) 6x - 7| = [ + 2x| 35) zi? 26 
36) Ix + 6| > 3 | 37) 2x - 3| <6 
38) |x + 2| 1 رود‎ Po 3153 


(42-40) للأسئلة‎ Solve the following applications حل التطبيقات التالية‎ 


40( لدی شخص 5000 دينار للاستثمار بحيث يضع aud‏ منها Sara‏ ربح 6% 
والباقي بمعدل ربح 8%. فإذا رغب الشخص بتحقيق ربح سنوي قدره على 
الأقل 370 ديناراً. ما هي الكمية القصوى التي يجب أن يستثمرها بمعدل 6% 
لتحقيق ذلك الربح. 


A man has 5000 J.D. which he wants to invest. Some at 6% and the 
rest at 8%. If he wants an annual interest income of at least 370 J.D. 
what is the maximum amount he should invest at 6%. 


41( شركة تستطيع بيع كل le‏ تنتجه من وحدات مصنعة بسعر 200 دينار للوحدة 
الواحدة. التكلفة الشهرية الثابتة للشركة هي 30000 دينار وكلفة تصنيع 
الوحدة الواحدة هو 130 دينار. أوجد عدد القطع الواجب تصنيعها وبيعها 
شهرياً لتحقيق ربح شهري على الأقل 2500 دينار. 
A company can sell all the units produced ata price of 200 J.D. each.‏ 
Monthly fixed costs are 30000 J.D. and the units cost 130 J.D. each.‏ 
Find the number of units which must be manufactured and sold each‏ 

month to obtain a monthly profit of at least 2500 J.D. 

hoc SS E 

Dus 3.00‏ للقطعة Santa‏ تصنيم هذه eae‏ سيزيد من الكلفة الثابتة wal‏ 
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أسبوعياً 1000 دينار مضافاً على كلفة صنع الوحدة الواحدة بمقدار 1.90 ' 
دينار. أوجد عدد القطع التي يحتاجها المصنع أسبوعياً لاتخاذ القرار بشأن 
تصنيعها داخل المصنع. 


A firm manufacturing cars wants to know whether to manufacture 
their own gaskets, which the firm has been purchasing from outside 
supplier at 3.00 J.D. for each unit. Manufacturing the items will 
increase the overhead costs by 1000 J.D. each week ant it will cost 
1.90 J.D. to manufacture each gasket. How many gaskets must be 
used by the firm each week to justify manufacturing the gaskets in 
the firm. 
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4-7 المعادلات للخطوط أو المستقيمات الأفقية والعمودية 
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4-8الخطوط المستقيمة المتوازية والمتعامدة 
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4-9 تطبيقات ورسم المعادلات الخطية 


4-0 أنظمة المعادلات|الخطية لمتغيرين 


i 


4-1 أنظمة المعادلات الخطية لثلاث متغيرات 
أسئلة الفصل الرابع 


cast 


€ 
| z 


bosse buceo ET a nT E 


quations 


of Linear E 


١ ;‏ -4 مقدمة Introduction‏ 
wes = =‏ الفصل الثاني دراسة المعادلات الخطية Linear Equations‏ بجميع 
تفاصيلهاء وفي هذا الفصل سيتم التعامل مع الخطوط المستقيمة Straight Lines‏ 
والتي تمثل المعادلات الخطية ورسوماتها التي تتضح بكونها خطوط مستقيمة. 
وكذلك سيتم التعرف في هذا الفصل على أنظمة المعادلات الخطية Systems of‏ 
Linear Equations‏ والذي يمثل معادلة خطية أو أكثر One Linear Equation or‏ 
More‏ وكذلك سيتم التعرف في هذا الفصل على كثير من المفاهيم الرياضية 
Mathematical Concepts‏ المرادفة لهذه الدراسة ومنها الإحداثيات الكارتيزية 
«Cartesian Coordinates‏ المسافة بين نقطتين «Distances‏ ميل الخط المسنقيم 
Slope‏ وكذلك على طريقة رسم المعادلات الخطية -Graph of Linear Equations‏ 
وسيتضمن الفصل Laj‏ على كثير من الأمثلة Examples‏ وكثير من الأمثلة 
التطبيقية Applied Examples‏ لتوضيح أهمية مفاهيم هذا الفصل في الجانب 
التطبيقي وكذلك سيتضمن الفصل في نهايته على كثير من الأسئلة .Exercises‏ 
yo caiga |‏ الفصسل:عذة مباحت هي المبحت 4-2 لظام المخاون i i ISI.‏ 
Cartesian Coordinates System | |‏ والمبحث 4-3 صيغة المسافة The Distance‏ 
| 


8 والمبحث 4-4 رسم المعادلات الخطية لمتغيرين Graphing Linear‏ 
Equations in two Variables |‏ والمبحث 4-5 الميل The Slope‏ والمبحث 4-6 
صيغة الميل والنقطة Point-Slope Formula‏ والمبحث 4-7 المعادلات الخطية أو 
المستقيمات الأفقية والعمودية Horizontal and Vertical Lines‏ والمبحث 4-8 
الخطوط المستقيمة المتوازية والمتعامدة Parallel and Perpendicular Lines‏ 
والمبحث 4-9 تطبيقات ورسم المعادلات الخطية Applications and Graphing‏ 


Systems والمبحث 4-10 أنظمة المعادلات الخطية لمتغيرين‎ 1 equations 
المبحث 4-11 أنظمة المعادلات‎ j وأخير‎ «of linear equations in two variables 
.System of linear equations in three variables الخطية لثلاث متغيرات‎ 


.42 نظام المحاو ر 53 435.4 :Cartesian coordinates system‏ 
M‏ نطاء الأعداد الحقيترة هو القاعدة We) Ayal]‏ اف رة CASS‏ 
بصورة عامة في نفس الوقت» حيث أن هذا النظام The system of real numbers‏ 
هو مجموعة من الأعداد الحقيقية مع بعض العمليات الجبرية من جمع وطرح 
وضرب وقسمة addition, subtraction, multiplication and division‏ للأعداد 
الحقيقية كما تم الحديث عنه وبكافة التفاصيل في الفصل الأول. 

ويكون من المفيد والنافع لعرض مجموعة الأعداد الحقيقية وكما تم في 
الفصل الأول من خلال معنى الأعداد الحقيقية أن مجموعة الأعداد الحقيقية تمثل 
خط line‏ من القيم الحقيقية ويسمى هذا hall‏ بالخط الكارتيزي Cartesian‏ 
©1134 أو أن تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية على شكل رسم بياني ha‏ خط 
مستقيم pi‏ قام .numbers line‏ ويمكن تحديد نقطة point‏ على هذا المستقيم بشكل 
عشوائي لتمثل الرقم صفر zero point‏ وتمثل هذه النقطة نقطة البداية أو الأصل 
corigin‏ ومن هذه النقطة نأخذ على الاتجاهين الأيمن والأيسر مسافات محددة 
ومتساوية لتحديد وحدات القياس unit of measurements‏ ونضع الأعداد الحفيقية 
ونبدأ على جهة اليمين من الصفر right of zero‏ الأعداد As. gall‏ من 1 [SM‏ إلى 
مه+ والأعداد السالبة على جهة اليسار DN‏ الصفر las ERP left of zero‏ من ]- 
نزولا إلى e‏ وكما هو واضح من الشكل رقم (1) التالي: 


AB 2 
uv Lut | * 
G4 32 10 1 2 3 4 ioo 
(1) الشكل رقم‎ 


رسم خط الأعداد الحقيقية 
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Bea‏ — الخطية 


ia disi à Ac CIEN |‏ 
الخط الكارتيزي :Cartesian line‏ هو الخط من الأعداد الحقيقية والمتمثل 
بنقطة الأصل origin‏ واتجاه موجب positive direction‏ ووحدة قياس unit of‏ 


«measurements‏ بحيث أن هناك علاقة واحد لواحد one-to-one‏ بين مجموعة 
الأعداد الحقيقية set of real numbers‏ والنقاط التي تقع على الخط الكارتيزي le gl‏ 
يسمى بخط الأعداد الحقيقية real line‏ | 

أما عندما يكون لدينا محورين متعامدين perpendicular lines‏ أحدهما أففي 
horizontal line‏ والآخر عمودي vertical line‏ ينقاطعان عند نقطة الأصل origin‏ 
Maie‏ يمثل تمثيل النقاط في مستوى plane‏ والذي يسمى نظام المحاور الكارتيزية 
-Cartesian coordinate system‏ 

يسمى المسنقيم الأففي باسم الإحداثي X-axis n‏ ويسمى المستقيم 

= دي باسم الإحداتي الصادي y-axis‏ وهذان المستقيمان يتقاطعان في نقطة 
تسمى بنقطة الأصل origin‏ وهي النقطة )0,0( حيث أن الإحداثي السيني لها صفر 
والإحداثي الصادي Laf‏ صفر. 

ولتحديد مقياس الرسم للنظام ترتب القيم الموجبة على يمين نقطة الأصل 
والقيم السالبة على يسار نقطة الأصل بالنسبة للإحداثي الأفقي x-axis‏ 


Positive numbers to the right of the origin and negative numbers to 
the left of the origin. 


أما بالنسبة للإحداثي الصادي y-axis‏ فإن القيم الموجبة تكون أعلى نقطة 
الأصل أما القيم السالبة فتكون أسفل نقطة الأصل 


Positive numbers lying above the origin and negative numbers 
lying below the origin. 


ta‏ عن مقاييس الرسم unit of measurements‏ فلا تحتاج أن تكون نفسها 
وقد تم عمل ذلك فعلاً في التطبيقات المختلفة حيث يمكن عرض كميات مختلفة لكل 
محور Dad‏ عندما يمثل المحور السيني x‏ عدد الحاسبات المباعة ويمثل المحور 


ppl gs WAS, SLL‏ الإدارية والاقتصادية 


الصادي y‏ المبالغ العائدة من البيع فإن مقاييس الرسم يفضل أن تكون مختلفة في 
وحدة القياس different number of scales‏ وبالتالي يمكن تلخيص ما سبق 
بالتعريف التالي: | 
| | الخطوط الكارتيزية :Cartesian coordinates‏ أو مايسمى بالمستوى 
الكارة تيزي Cartesian plane‏ هو زوج من المحاور المتعامدة في نقطة الأصل 
(0,0) ويسميان بالإحداثي السيني x-axis‏ والإحداثي الصادي „y-axis‏ 

ويمكن رسم النقاط points‏ والمعادلات equations‏ والدوال sale functions‏ 
على هذه الإحداثيات كالآتي: 

النقطة point‏ في المستوى plane‏ يمكن عرضها وتمثيلها بشكل أحادي 
uniquely‏ في أي مكان على هذا المستوى بواسطة SY)‏ واج المرتبة order pairs‏ 
من الأعداد. والزوج (x, y)‏ حيث أن x‏ يمثل الرقم الأول first number‏ و y‏ يمثل 
الثاني second number‏ وهما الإحداثي السيني × والإحداثي الصادي Ali y‏ 
(x, y)‏ والتي يمكن رسمها على المستوى xy-plane‏ . 

الشكل رقم (2) التالي يمثل المستوى xy-plane‏ ورسم النقاط التالية: النقطة 
A‏ بالإحداثيات )3 , 4) والنقطة B‏ بالإحداثيات )5 , 3) والنقطة C‏ بالإحداثيات 
)4- , 3-) والنقطة D‏ بالإحداثيات (3- , 4-) وكذلك نقطة الأصل (0 , 0). 

هذا الشكل يمثل المحورين المتعامدين في نقطة الأصل (0 , 0) حيث يقسمان 
المستوى xy-plane‏ إلى أربعة el jal‏ متساوية هي الربع الأول والذي يمثل جميع 
النقاط بالقيم الموجبة ل« yd as sad aii y‏ والربع الثاني الذي يمثل جميع النقاط 
بالقيم ail y x} Ullal)‏ الموجية ay My yl‏ الخال و الذي يمل جميع Il‏ بالف 
السالبة ل« والقيم السالبة لر وأخيرا الربع الرابع والذي diy‏ جميع النقاط بالقيم 
الموجبة ل« والقيم السالبة Ly‏ 


2020 الخطوط المستقيمة وأنظمة المعادلات الخطية 


xy-plane على المستوى‎ D, C, B, A رسم النقاط‎ 


ويلاحظ أنه وبصورة عامة لا توجد نقطتين على المستوى متساويتين» حيث 
أن (yx) # (KY)‏ ويمكن ملاحظة ذلك وبوضوح من النقطتين .D,A.‏ 


RRR 


: The Distance Formula صيغة المسافة‎ 43| 


| ' إخدق استخدامات نظام الفخاوز الكارتيزية Cartesian Coordinate System‏ 
والمهمة هو إيجاد المسافة بين نقطتين على المستوى The distance between any‏ 
two points in the plane‏ من خلال الإحداثيات coordinates‏ الخاصة بهذه النقاط. 
بافقراض أن النقطتين هما (x2 , yo) , Qu , y1)‏ فإن المسافة بين هاتين 
النقطتين «Distance between these two points‏ ويرمز لها بالرمز «d.‏ يمكن 
aalay‏ وبواسطة نظرية بيشكورن Pythagorean theorem‏ بالشكل التالي: 


d= Ja -xy +O = yy 


وسيتم تطبيق هذه الطريقة لإيجاد المسافة بين نقطتين LS‏ في الأمثلة التالية: 


Find the distance between the points (4,3) and (-3,-4): 


لإيجاد المسافة نستخدم العلاقة أعلاه using the distance formula‏ 


d= Jos -xy tO J) 


= 3-47 +(4-3? = (71 + (7 = 49+49 = 8 


24], 


BIA المسافة بين التقطنين‎ p 
Find the distance between the points (-6,-6) and (6,6) 


:Lual the distance formula بتطبيق صيغة المسافة‎ 


d= 4G, 7x) FO 


= 476-6 + (-6-6y = J(-12y! + (C12) = 4144+144 = 4288 


d = 16.97056 


EEL‏ ا 


من 324 ibd‏ الشكل رقم (3) التالي. يراد ربط المدينتين 
Cua ter 4 2‏ سرمي الطريق:الأوكه )1( lig‏ من المدينة 2 إلى Xia‏ 4 
من خلال المدينة 1 Cus‏ أن الطريق الذي يربط المدينة 1 بالمدينة 4 هو طريق 
ساحلي. أما الطريق الثاني (2) فينطلق من المدينة 2 إلى المدينة 4 من خلال 
المدينة 3 حيث أنه يتضمن Gob‏ جبلي بين المدينتين 3 و4. رغب أحد السائقين 
الذهاب من المدينة 2 إلى المدينة 4 بمعدل سرعة 60 ميل/ساعة باستخدام الطريق 


٠‏ الخطوط المستقيمة وأنظمة المعادلات الخطية 


الأول (1) وبمعدل سرعة 50 ميل/ساعة باستخدام الطريق الثاني (2). ما هو 


الطريق الذي يسلكه للوصول بوقت أقل. 


Towns 1, 2, 3, and 4 are located as in figure (3). Two highways 
connect towns and 4. Highway (1), from town 2 to town 4 via town 1, 
includes coastal highway joining towns 1 and 4, And highway (2), from 
town 2 to town 4, includes a mountain highway joining towns 3 and 4. 
Driver wishes to drive from town 2 to town 4 and can drive with average 
of 60 mph using highway (1) and 50 mph using highway (2). Which road 
should he take minimizing the time spent for driving. 


y miles 


الطريق )2( 


(0,0) 100 150 200 x miles 
Town 1 (150,0) 


Town 2 


(1) الطريق‎ x 

الشكل رقم )3( 

رسم المثال (3) 

لتحديد الطريق الذي سيستغرق وقتاً أقصرء Like‏ حساب الوقت a DU‏ لقطع 
الطريق (1) ومقارنته مع الوقت اللازم لقطع الطريق )2( كالآتي: 


1( إذا سلك السائق الطريق )1( فالمسافة ,4 المقطوعة بتطبيق صيغة 
المسافة هي: 
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dı = 4150 —0y + )0-0(2 + (50-0) + 450-0)? 
= (150) +02  J(50y + (150) 
= 50) + 2500 + 22500 | 

(2150 + 425000 


= [50 + 158.11383 = 308.11388 


وبالتالي فإن الوقت ahil 4s DUI Time‏ هذه المسافة هو T,‏ كالآتي: 
308.11388 (المسافة بالأميال) dy‏ 
= الزمن (T)‏ 


4 = 
60 = (السرعة بالساعة/ ميل) Si‏ 


ويعني هذا أن الوقت اللازم لهذه الرحلة هو 5.14 ساعة 
Lod (2‏ إذا سلك السائق الطريق (2) فالمسافة رل المقطوعة بتطبيق صيغة 
المسافة هي : 
d; = 4/(200 — 150)? + (100 — 0)? + (50 — 200)? + (150 -100(‏ 
?)60 + ?)150( + ?)100 + ?)50( = 


= 42500 + 10000 + 422500 + 2500 
= 412500 + 425000 


= 111.8034 + 158.114 = 269.9174 = 270 — 


وبالتالي فإن الوقت a DUI Time‏ لقطع هذه المسافة هو Ty‏ كالآتي: 


20 (المسافة بالأميال) dy‏ 
WT = 54‏ 7 = الزمن (T2)‏ 
de pull) = 0‏ بالساعة/ ميل) ر5 ` 


ويعني هذا أن الوقت اللازم لهذه الرحلة هو 5.40 ساعة. 


الخطوط المستقيمة وأنظمة المعادلات = 


وبمقارنة الوقتين نقول oh‏ على السائق أن يسلك”الطريق )1( بالوقت 5.14 
Cail gay dela‏ الأفضل LOR,‏ 


Graphing linear equations in two variables 


المعادلة الخطية لمتغيرين هي المعادلة التي يمكن تكتب بالشكل أو الصيغة 
التالية: 
Ax + By=C‏ 
حيث أن , 8 , © هي ثوابت حقيقية ولكن ليس A‏ , 8 كليهما صفرء 
وتسمى هذه الصيغة بالصيغة القياسية Standard form‏ 
على سبيل المثال لدينا المعادلات التالية: 
y=3x-3,y=-4,x=6‏ ,10 = و4 - 5x‏ 
وجميعها معادلات خطية بمتغيرين». حيث أننا نستطيع تحويل جميع هذه 
المعادلات من أشكالها العادية إلى الشكل أو المعادلة القياسية .standard form‏ 


أما حل المعادلة بمتغيرين فهو الأزو اج المرتبة ordered pairs‏ من الأعداد 
الحفيقية التي تحقق المعادلة satisfy the equation‏ 

فعلى سبيل المثال الزوج المرتب أو النقطة (3- , 0) هو الحل للمعادلة: 

-3x + 4y = -3 (0) + 4 (-3) = -12 وذلك لأن:‎ -3x + 4y = -12 

مجموعة الحل solution set‏ للمعادلة بمتغيرين هو المجموعة لجميع حلول 
m Alda‏ 

وعندما نقول رسم المعادلة graph an equation‏ لمتغيرين فإننا نعني رسم 
| | مجموعة الحل في المستطيل للمحاور set on a rectangular coordinate system‏ 
sla J Ll agas cy S, | | |‏ کے DEus ALS straight line iua dad SSS‏ 
B‏ | كتابة المعادلة الخطية بمتغيرين linear equation in two variables‏ بالصيغة 
التالية: 
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cal à b 5 m ol = a‏ فيقية. 


وهي أيضاً تمثل معادلة خطية وأن رسمها يكون على شكل خط مستقيم؛ 
سوى أن هذا الشكل يدل على اعتماد المتغير ر على المتغير × بالشكل الخطي 
mx +b‏ وأن ص يمثل ميل الخط المستقيم dus b Gly slope of the straight line‏ 
الثابت أو المقطع على الإحداثي الصادي للخط المستقيم intercept of the straight‏ 
«line‏ وهذان المفهومان سيتم الحديث عنهما وبشكل أوسع لاحقاً. 

المعادلة أو الصيغة الثانية y = mx + b‏ هي Alla‏ خاصة من المعادلة أو 
الصيغة الأولى © = Ax + By‏ عندما يكون £0 8. 

والرسم يمكن أن يتم باستخدام أي من الصيغتين» حيث أننا نقوم برسم أي 
نقطتين من مجموعة Graph any two points from the solution set Jal)‏ ثم 

| 
| 
| 
| 


Ja‏ النقطتين بخط ليمثل رسم الخط المسنقيم. 

عندما يقطع الخط المستقيم ye Uf‏ المحاور x-axis‏ أو y-axis‏ فتلك النقاط أي 
نقاط التقاطع تسمى بالمساقط أو معاملات التقاطع intercepts‏ وأبسط طريقة أو 
أسلوب لإيجاد هذه التقاطعات هو بافتراض أن 0 = × ثم إيجاد قيمة y‏ المقابلة بعد 
التعويض في المعادلة الخطية لإيجاد معامل التقاطع -x-intercept‏ ثم نفرض أن 
0 = بوإيجاد قيمة x‏ المقابلة بعد التعويض في المعادلة الخطية لإيجاد ales‏ 
التقاطع .y - intercept‏ ومن المفضل أحياناً أن نجد نقطة ثالثة لغرض التأكد. ومن 
ثم رسم نقطتي التقاطع وإيصالهما بالخط المستقيم الذي يمثل رسم المعادلة الخطية 
ane 3‏ التالية لتوضيح ذلك. ” 2 
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:Graph the following equation ار سم المعادلة التالية‎ 


-3x + 4y = 12 


لأجل الرسم علينا تحديد بعض النقاط والتي تمثل بعض من حلول المعادلة | 


0 AMI 


| 

| ومن الواضح أننا اخترنا قيمة موجبة وهي 4 وقيمة سالبة وهي 4— Aliis‏ 
ji call‏ لمل هذا الجذزك: (ye Renal‏ الم cf Headly ils y Lala Alas al‏ 
| النقطتين )0,3( 5 )0 , 4-( هما نقطتا تقاطع المعادلة مع الإحداثيين السيني والصادي 
| 

| 

| 

| 
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intercepts‏ وبتعيين نلك النقاط على xy-plane‏ يكون الرسم كما في الشكل رقم 
(4) التالي: 


y 
6 pea 
5 E (4,6) 
4 check point 
(0,3) | | | 
y-intercept | i 
| | 
| 
x-intercept (-4,0) | 
| 
at 5, | 
(4) الشكل رقم‎ a 
-3x + 4y = 12 رسم المعادلة‎ 
<i ee n | 


ELL LLL 


مثاك 5 


i 


ويكون ن السك كما في الشكل رقم ) 6 Qu‏ 


الشكل رقم (5) 
رسم المعادلة 1 - y 23x‏ 


Slope الیل‎ si 

0 يعتبر الميل slope‏ للخط المستقيم من الخصائص المهمة للمغادلة الخطية 
d‏ رقمي مفيد جداً لقياس انحدار الخط المستقيم» ولهذا فإن فكرة الميل 
استخدمت بشكل واسع لهذه الغاية. والميل cslope‏ والذي يرمز له بالرمز em‏ للخط 
المستقيم المار بنقطتين Gu , yi) two points‏ و (X2 , Yo)‏ يمكن إيجاده من خلال 
الصيغة التالية :The following formula‏ | 


y _ Ay _ Rise‏ > ولا 
Ax Run‏ تح رد 


m = 


x وتقرأ دلتا‎ cx يمثل مقياس التغير في قيمة‎ Ax حيث أن‎ 
y Ba Sy cy Aul gh oid odia due Ay do 


= RA al Sys المعا‎ 5 ESI, D "ER alid E J ENG RUE m ا‎ ak س ست يبه‎ ———— nen 


ويمكن فهم معنى الميل slope‏ من الشكل رقم (6) التالي: 


: 0 o 


| c Rise = A= we 


c : c * : 2 (x yo) - 
| | Gay) 0 E gp | ; ~ 
-o [| Run = Ax a(x) -— 


الشكل رقم )6( 
توضيح معنى الميل slope‏ 


ويلاحظ هنا أن الميل للخط المستقيم الأفقي يساوي dd ica‏ أما الميل للخط 
المستقيم العمودي فهو غير موجود أو غير معرف. 


The slope of a horizontal line is zero, and the slope of a vertical 
line is not defined. 


بمكن إيضاح ذلك بالمثال التالي: 


ee‏ ای لقن زواج من النفاط: 
Find the slope of the line through each pair of points.‏ 


a) (-2 , 5) and (4, -7) 
Gay) = وأن‎ Ky) = C2, 5) of الميل للخط المار بالنقطتين بافتراض‎ 
: gh (4,-7) 


ويلاحظ أن الميل Y‏ تتغير قيمته في حال تغيير النقاط الأولى بدل الثانية 
وبالعكس. فبافتراض أن )4-7( = Guy‏ وأن (2,5-) = (X2,y2)‏ فإن الميل هو: 


aJ الود‎ S-CD tr 12 


= Ec 
X,—X, —2-4 -6  -6 


b) C3, -1) and (-3, 5) | 
15 هو فإن الميل‎ Go,y2) = C3,5) وأن‎ Cry) = C3 ,-1( بافتراض أن‎ 
Yy, — Yı 5-(-1) 7 5+1 _ 6 


m = د‎ = 


= =— not defined 
X - Xx -3-)-3( -3+3 0 


ويعني هذا أن الميل غير معرف والسبب أن xi = x2‏ أي أن المستقيم 
عمو دي vertical‏ 
c)(6,4),(@2,2)‏ 


بافتراض أن )2,2( = Ga. y0‏ وأن )6.4( = (x2, y2)‏ فإن الميل هو: 


- بصورة عامة يمكن أن os‏ 9 المستقيم positive Ga s^‏ أو سالب 
negative‏ أو صفر zero‏ و حالة أن لا يوجد ميل للمستقيم أو يمكن أن يكون 
الميل غير undefined Gyas‏ وهذه الحالات موضحة بأشكالها في الجدول التالي: 


2) Failing - p Negative (m«0) — Y | 


3) Vertical Not defined y o D 
P : e : : (X2,Y2) — 


mX _ للك‎ 
Ax 0 
J x undefined 


4) Horizontal Zero iun-co vy 0 
S -o Gy) (xay»). | d 
— A) zO ا‎ 
m=- = = Zero 


ْ جدول رقم )1( 
الحالات المختلفة لقيم الميل 
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:Point — Slope Formula صيغة اليل والنقطة‎ 6 y 
(رر,.»). ولو كانت النقطة‎ Au يمر بنقطة‎ m افرض أن المستقيم الذي ميله‎ 
هو:‎ m هي أي نقطة أخرى يمر خلالها هذا المستقيم. فإن الميل‎ (y) 


ونستطيع أن نضع صيغة الميل m‏ بضرب الوسطين والطرفين كما يلي: 
y-yi-2m(x-xi)‏ 
وهذه الصيغة تسمى معادلة الميل والنقطة point-slope formula‏ للخط 
المستقيم وهذه المعادلة مهمة lap‏ ونستطيع من WDE‏ إيجاد معادلة الخط المستقيم 
عن طريق معرفة ميل ذلك الخط وأي نقطة تقع على ذلك الخط المستقيم. وكذلك 
نستطيع من خلالها إيجاد معادلة الخط المستقيم المار بنقطتين. والمثال التالي 
يوضح هاتين الحالتين كالآتي: 


:Find the equation for the line المستقيم‎ hall معادلة‎ 


أوجد 


a) passing through (-4,4) with slope : 


1 1 oe 
يمر بالنقطة )4 -4) والميل > واكتبها بالشكل النهائي:‎ 


AX+BY=C d ok 8 | 
y-yiz m (x - xi) باستخدام الصيغة‎ 

1 : me A 
لدينا:‎ m = 5 وأن‎ Qu. y1) = C44) وبافتراض أن‎ 


OOO | 1‏ الخطوط المستقيمة وأنظمة المعادلات الخطية 5 : 


1 4 
-4=—x+-— 
Poen A 
1 
-4=—x+1 
$ 4 
y-—x=5 


b) passing through the points (-3,3) and (-4,4)‏ 
لإيجاد معادلة الخط المار بالنقطتين )4,4-( = (Kyi)‏ و )3,3-( = (X2,y2)‏ 
Lisle‏ أولاً إيجاد ميل المستقيم المار خلال النقطتين وهو: 


X,-X  -3-(-4) -3+4 1 


وباستخدام هذا الميل 1- = m‏ وأي من النقطتين ولتكن Guy) = C3,3)‏ فإن 
معادلة الخط المستقيم ستكون: 
y-yizm(x- xi)‏ 
yo =1: 2 03((‏ 


y-3=-(x +3) 
y-3z-x-3 
Jom 


47 المعادلات للخطوط أو المستقيمات الأفقية والعمودية: 
0 ل Equations for Horizontal and vertical lines‏ 
وكماتم TN e S3‏ فإن الخط الأففي line‏ ل هو الخط الذي يكتب 
بالشكل sity y = c‏ يساق خطا Lol ge‏ لذا السيني x-axis‏ عند القيمة C‏ 
ويسمى معامل تقاطع y-intercept y‏ وهذه الخطوط بصورة ils‏ يكون m lla‏ 
يساوي صفرء أي أن المعادلة هي Ld cy = Ox + c‏ الخط العمودي فهو الخط الذي 
يكتب بالشكل x = c‏ والذي Und diy‏ موازياً للإحداثي الصادي y-axis‏ عند القيمة 
c‏ ويسمى Jalea‏ تقاطع «x-intercept x‏ وهذه الخطوط بصورة عامة عندما يكون 


— اج سم الإدارية =a - cy‏ 


معامل mp 0 prm‏ والأمثلة التالية توضح 
ae‏ جيه هذه الخطوط. 


معادلة الخط المستقيم الأفقي Horizontal line‏ والذي يمر بالنقطة (3,4-) هي 
y 4 |‏ ومعادلة الخط المستقيم العمودي galls vertical line‏ يمر بنفس النقطة هي 


SC me. 


13 علمت أن المعادلة الخطية هي 12 = dy + 6x‏ أوجد الميل m‏ ومعامل 


تقاطع y‏ لرسم المعادلة. 


Given the linear equation 4y + 6x = 12. Find the slope and 
y-intercept of its graph. 


لإيجاد الميل ومعامل تقاطع y‏ يجب وضع المعادلة بالصيغة الخاصة 
y = mx +b‏ وبالتالي علينا حل المعادلة المعطاة لإيجاد y‏ بدلالة x‏ كالآتي: 
4y +6x=12‏ 
4y = 12 - 6x‏ 
A‏ 2 


وبالتالي فإن 7 - > مد وأن b=3 pud‏ 


| 4 الخطو Ja‏ المستقيمة المثوازية والمتعامدة: 
Parallel and perpendicular lines |‏ 


MS -‏ عندما يكون الخطان متوازيان أي لا 
يلتقيا مهما امتدا أو أن يكون أحدهما عمودي على الآخر وكما هو موضح aY‏ 
بالإنجليزي والعربي. 


Let L; and L be two given lines, where m, is the slope of Lı and... 
m» is the slope of Lz. Then, Lı and L, are said to be parallel, written as. ` 


. الخطوط المستقيمة وأنظمة المعادلات الخطية _ 


Lı || Lo, if and only if m; = m». On the other hand, Li and Lp are said to 
be perpendicular, written as Lı L Lo, if and only if mim; = -1 or m; = 
I ; 


m 


ويتضح من ذلك أن معنى أن يكون الخطان المستقيمان متوازيان فهو أن 
يكون ميلهما متساوي Lal (m; = mo)‏ أن يكون الخطان متعامدان فهو أن يكون 
حاصل ضرب ميلهما يساوي 1- (1- = (mim‏ وبالتالي نستطيع من خلال هاتين 
العلاقتين تحديد ميل asf‏ المستقيمات إذا علمنا أنه موازي أو متعامد مع مسنقيم 
آخر معلوم الميل وغيرها من التطبيقات التي تعتمد على هذا المعنى وسيتم من 
خلال الأمثلة توضيح ذلك كالآتي: 


x - 2y = "m \‏ معادلة خط مستقيم. أوجد معادلة الخطان المستقيمان اللذان 
3 بالنقطة )3-,2( ويكون أحدهما موازي والآخر متعامد مع الخط المسنقيم 
المعلوم. 


Given the equation line as x — 2y = 4. Find the equation of a line 
that passes through (3,-3) and is: 


a) Parallel to the given line. 
b) Perpendicular to the given line. 
تحويله إلى الصيغة‎ M d علينا‎ x - 2y = 4 لإيجاد ميل الخط المستقيم المعلوم‎ 
` ونحصل على:‎ y = mx + b العامة‎ 
x- 2y =4 
-2y =4-x 


1 
=-2+—x 
5 2 


ويعني هذا أن ميل الخط المستقيم المعلوم ; dis‏ 


ous Ul‏ وتطبيفاكه] في gall‏ الإدارية والاقتصادية 


فإن كان هذا الخط موازياً LAN‏ المستقيم المطلوب فإن ميل الخطان متساوي 
وبالتالي فإن ميل الخط المطلوب هو > = وبما أنه يمر بالنقطة (3-,3) لذلك فإن 
معادلة الخط المستقيم يمكن إيجادها كما يلي: 
yc - m(x- xi)‏ 


y-(3)= 7 6-3) 


D. 3 

+3=—x-— 

d 2: 2 
4 
1 2 2 


وهي معادلة الخط المطلوب في الفرع (a)‏ أعلاه. 
وإن كان الخط متعامداً مع الخط المستقيم المطلوب فإن حاصل ضرب ميلهما 
هو 1- وبالتالي فإن ميل الخط المطلوب هو: دين أي أن: 


Cau‏ أن هذا الخط يمر بالنقطة (3-,3) لذلك فإن معادلة الخط المستقيم يمكن 
إيجادها كما يلى: 
y-yi=m(x~xi) l‏ 
y - )-3( = -2 (x-3)‏ 
y+3=-2x+6‏ 


y=-2x+3 |‏ 
وهي معادلة الخط المطلوب في الفرع (b)‏ أعلاه. 


4x + 3y 26 أ) موازي للمستقيم الخاص بالمعادلة‎ 
X—3y+1=0  ةلداعملاب ب) متعامد مع المستقيم الخاص‎ 
Fine the equations of the lines passing through (2,3) that are: 
a) parallel to the line 4x +3y=6 
b) perpendicular to the line x-3y +1 =0 
يجب علينا أولاً إيجاد ميل الخط المعلوم بعد تحويله إلى‎ (a) لحل الفرع‎ 
كالآتي:‎ y = mx + b الصيغة العامة‎ 
4x + 3y = 6 
3y = 6-4 
4 
TS 
المطلوب فإن ميل‎ ball ص وإن كان هذا الخط موازياً‎ = —À وبالتالي فإن‎ 


الفط alaa‏ = = 2 والذي يمر بالنقطة )2,3( وبالتالي يمكن إيجاد 


معادلته كالآتي: 
y-yı=m(x-Xxı) l‏ 
y-3=— (-3)‏ 
y-3=—x+d‏ 
y= eT‏ 


وهي معادلة الخط المطلوب في الفرع (a)‏ أعلاه. 


| — وتعلبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


icis coord ded ee er ee 
كالآتي:‎ y = mx + b العامة‎ 


x-3y+1=0 
-3y =-x-1 
. -1,4l 
prag 


وبالتالي فإن m = i‏ وإن كان هذا الخط متعامداً مع الخط المطلوب فإن dia‏ 


m, = = 235.5 05 630‏ والذي يمر بالنقطة )2,3( وبالتالي فإن معادلته 
يمكن إيجادها كالاآتي: 


y-yizm(x-x) 


y-32-3(x-2) 
y-3=-3x+6 
y=-3x+9 


وهي معادلة الخط المستقيم للفرع (b)‏ أعلاه 


حدد دن كانت أزواج المستقيمات التالية متوازية a‏ متعامدة أم غير ذلك: 


Determine whether the following pairs of lines are parallel, 
perpendicular, or neither: 


a) 2x + 3y = 6 and. ^ ^ .3x-2ys26 


b) 2y +4x+1=0 and y-2+2x=0 


لتحديد فيما )13 كان المستقيمان متوازيان أم متعامدان أم غير ذلك علينا أولاً 
تحديد ميل كل منهما ثم تحديد الحالة المعينة. ولذلك فلدينا: 


لإيجاد ميل المعادلة الأولى لدينا: a) 2x+3y=6‏ 


3y = 6-2x 


ولإيجاد ميل المعادلة الثانية لدينا: 


cai caa يتبين أنهما‎ m = 2 "T m= مقار ان‎ atc , 


SUS!‏ منهماء أي أن حاصل ضربهما هو 1- فهما 1- = mimo‏ لذلك فإنها خطوط 
لمعادلات مسنقيمة متعامدة فيما بينها. 
The pair of lines are perpendicular‏ 


وباتباع نفس الأسلوب سنجد ميل كل من المعادلتين b) AVIS‏ 


لإيجاد ميل المعادلة الأولى لدينا: 
0= 42-1 +29 


2y =-4x + [ 


لإيجاد ميل المعادلة الثانية لدينا: 


وبمقارنة الميلين 2- = e my = -2 and m;‏ يتبين أنهما متساويان» أي o‏ 
m, = m;‏ لذلك فهما خطوط لمعادلات مسنقيمة متوازية مع بعضها 


The pair of lines are parallel. 


|49 تطبيقات ر سم المعادلات الخطية: 
Applications and Graphing Linear Equations‏ 


عن e E x Chua sd DA‏ المعادلات الخطية والمعادلات الخاصة بها 
المعادلات الخطية كالآني: 
Equations of straight line:‏ 


1) General formula AX+BY+C=0 
(A, B, C are constants, and A,B are both non zero) 


2) Slope — Intercept formula Y = mx +b 


3) Point — slope formula y-yiz m (x — Xi) 
4) Horizontal y=b (m = 0) 
5) Vertical X=a (m is undefined) 


وجميع هذه الأشكال يمكن رسمها عن طريق عمل جدول من القيم (x,y)‏ 
حيث أنه وبافتراض قيم x‏ نحصل على قيم y‏ من التعويض في أي من أشكال 
المعادلات؛ كما ويمكن الاستعانة بالمساقط intercepts‏ لتحديد نقطتين على أي من 
اال aad gi E lil aay d‏ بينها. والأمثلة التالية لتوضيح عملية رسم 
المعادلات. الخطية AS‏ 


11 


ار سم A.‏ الخط TT‏ التالية: 
Graph the following linear equation:‏ 


2x —3y 26 


DECRE,‏ اكت 2-2-2-7 الخطوط المستقيمة وأنظمة المعادلات الخطية 


وكما ثم وسبق ذكره يمكن الاستعانة بنقطتي المساقط intercepts‏ إن وجدت 
ثم رسم الخط eias‏ الواصل بينها. ويمكن أن نجد نقطة ثالثة للتأكد من صحة 
الحل. وهنا لدينا: 

عندما 0 = x‏ لدينا: 


2-338 26 
2 (0) - 3y =6 
-3y =6 
y= -2 
(x1, y) = (0, -2) لذلك فإن النقطة الأولى‎ 
فلدينا:‎ y = 0 Lae أما‎ 
2x -3y = 6 
2x-3(0)=6 
2x =6 
x=3 
(x2, yo) = )3 , 0) لذلك فإن النقطة الثانية‎ 
ولدينا:‎ y = 2 Laie أما النقطة الثالثة فلتكن‎ 
2x -3y =6 
2x—3(2)=6 
2x-6=6 
2x 2 
x=6 


لذلك فإن النقطة التانية )2 ,6( = (X2, Yo)‏ 


ولهذا سيكون رسم المعادلة كما في الشكل رقم )7( التالي: 


.. الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية‎ b 


(7) الشكل رقم‎ ٠ 
2x - 3y = 6 رسم المعادلة‎ 


Graph the following equation: 
4y+x-8=0 


وبنفس الأسلوب السابق يمكن إيجاد نقطتي المساقط كالآتي: 
عندما 0= x‏ لدينا: . 


4y -8z0 
3 Pan 
فلدينا:‎ y = 0 Laie Ul 
x-8z0 
x=8 


ولتكن 4 = x‏ لدينا: 


الخطوط المستقيمة وأنظمة المعادلات الخطية 


لذلك فإن النقاط الثلاث بشكل جدول هي: 


)8( لرسم المعادلة كالآتي: 


وبالتالي نحصل على الشكل رقم 


الشكل رقم )8( 
رسم المعادلة 4y +x-8=0‏ 


Lud‏ شن الأملة التطبيفية Applied examples‏ للمعادلات الخطية وكيفية 
التعامل معها ورسمها فسيتم من خلال الأمثلة القادمة» Cus‏ أن تطبيقات g3‏ 
الكلفة الكلية Linear cost model‏ سيظهر في المثال رقم (15) والمثال رقم (16) 
والمثال رقم )17( LÍ‏ علاقة العرض والطلب Supply and Demand‏ فسيظهر في 
المثال رقم )18( كالآتي: 


| الرياضيات وتطبيقاتهآ في العلوم RU, Xa oll‏ 77 


الكلفة الثابتة في اليوم الواحد هي 5100 والكلفة المتغير لعمل باوند daly‏ من 
الشاي هي أما أو 50.6. aas‏ معادلة الكلفة وارسمها ثم أوجد كلفة عمل 500 باوند 
من الشاي في اليوم الواحد. 


The fixed costs per day are $100, and the variable cost of 
processing 1 pound of tea is ar $0.6. Give the linear cost equation and 
graph it. Then, find the cost of processing 500 pounds of tea in one day. 


لنفرض أن © تمثل الكلفة GY galls‏ لعمل ‏ باوند من الشاي a gall‏ الواحد. لهذا 
فإن الكلفة الكلية Total cost‏ تتمثل بالمعادلة الخطية التالية: 
C=mx+b‏ 
حيث أن: m‏ يمثل الكلفة المتغيرة variable cost‏ لكل وحدة (ai) 5: JS)‏ 
b‏ تمثل الكلفة الثابتة fixed cost‏ 
ومن معديات هذا المثال لدينا العلاقة التالية: 
C = 0.6 x + 100‏ 
ولرسم هذه المعادلة يمكننا استخدام نقطتين كالآتي: لنفرض أن 100 = × فإن 
c = 0‏ ونفرض أن 200 = c= 220 olè x‏ وبالتالي فإن النقطتين هما: 
(160 , 100) و (220 , 200) وسيكون الرسم كما في الشكل رقم (9) التالي: 
soe sene‏ : 


100 200 300 


| )9( الشكل رقم‎ ٠ 
)15( رسم المعادلة للمثال رقم‎ 


cpm | : ! 3 CA وأنظمة‎ i xd — FE = الخ‎ m 


ul‏ لإيجاد كلفة إنتاج 500 وحدة لدينا: 
C = 0.6 (500) + 100 = 400‏ 


أوجد معادلة الكلفة C‏ لنموذج العلاقة الخطية إذا كانت الكلفة الثابتة هي 
$400 لليوم الواحد وكلفة إنتاج 20 وحدة من المنتج هي 5600. 


Find an equation for C as a linear cost model of the fixed cost is 
$400 per day and it costs $600 to produce 20 units. 


المعادلة الخطية للكلفة هي: 
C=mx+b‏ 
وعند التعويضص في هذه المعادلة بالقيمة التالية: x= 20 « b=400‏ و 600 C=‏ 
نحصل Tm‏ 
20m + 0‏ = 600 
20m‏ = 200 


a‏ کک 
20 


والذي يمثل ميل slope‏ للمعادلة الخطية المطلوبة. وبالتالي فإن معادلة الكلفة 


المطلوبة هي: 
ش ش 400 + c = 10x‏ 


كلفة إنتاج 10 حاسبات في اليوم الواحد هي $2000 بينما الكلفة هي 
0 لإنتاج 25 حاسبة في اليوم الواحد. افترض الموديل الخطي للكلفة» حدد 
العلاقة التي تمثل معادلة الكلفة c‏ لإنتاج x‏ حاسبة في اليوم الواحد وارسم المعادلة. 


a le Se 


The cost of rane 10 computers per day is s while it 
costs $3500 to produce 25 computers per day. Assuming a linear cost 
model determine the relationship representing the total cost c of 
producing x computers per day and graph the equation. 


من المعلومات المتوفرة في هذا التطبيق لدينا نقطتين تمثلان العلاقة بين عدد 
الوحدات المنتجة x‏ وكلفة الإنتاج y‏ هما )10,2000( و )25,3500(- وعند رسم 
هاتين النقطتين وإيصالهما بالخط المستقيم فهو يمثل الرسم بالنسبة لمعادلة الكلفة 
الخطية c‏ والذي يظهر في الشكل رقم )10( التالي: 


10 20 30 


الشكل رقم (10) 
رسم العلاقة في المثال رقم (17) 


Ud‏ الميل m‏ للخط المستقيم الذي يربط بين هاتين النقطتين هو: 


M = 22231 _ 3500-2000 _ 1500 
xX-x 25-10 15. 


= 7100 


Lil ila Ael ayes) Aia] (ji "T Xii gos gast cua; 
ويمل بالنقطة )10,2000( هي:‎ m= 100 و الذي ميله‎ Linear cost model المستقيم‎ 


C-C,zm(x-xj) 
c — 2000 = 100 (x - 10) 
c = 100x + 1000 


وهي معادلة العلاقة المطلوبة. 


تاجر للسيارات يستطيع أن يبيع 10 سيارات في يوم الواحد بسغر $5000 
للسيارة الواحدة ولكنه يستطيع أن aan‏ 15 سيارة في اليوم إذا كان السعر $4500 
للسيارة الواحدة. حدد معادلة الطلب وافترض أنها معادلة خطية. 


A car dealer can sell 10 cars per day at $5000 per car, but he can 
sell 15 cars if the price is $4500 per car. Determine the demand equation, 
assuming it is linear. 


نفكرض أن x‏ يمثل AS‏ الطلب quantity demand‏ والذي يمثل المحور 
الأفقي x-axis‏ أما السعر م للوحدة price per unit‏ فيمتل المحور العمودي y-axis‏ 
وبالتالي فإن النقطتين على منحنى الطلب demand curve‏ هما )10,5000( 
و (15,4500). 

Bb ais‏ معادلة الطلب هي معادلة خطية demand equation is liner‏ فإن 
هذه المعادلة هي Alles‏ خط مستقيم يمر بالنقطتين أعلاه. لذلك فإن الميل ص لهذه 


المعادلة هو: 
P am 4500-5000 _ -500 _ 100‏ 
Xj. 15-10 5‏ 


وباستخدام صيغة الميل 100- = m‏ والنقطة )10,5000( نستطيع إيجاد العلاقة 
الخطية كالآتي: 
y-yi2m(x-xi) |‏ 
p — 5000 = -100 (x — 10)‏ 
p - 5000 = -100x + 1000‏ 
p = -100x + 6000‏ 


وهي معادلة الطلبة المطلوبة والشكل رقم )11( يمثل رسم المعادلة: 


10 20 30 40 50 60 


الشكل رقم )11( 
gu‏ المعادلة للمثال رقم (18) 


Systems of Linear Equations in two variables |‏ 
لقد تم تعريف المعادلة الخطية Linear equation‏ وكذلك تم التعرف على 
كيفية حلها للحصول على قيمة المتغير فيها. وسيتم هنا تعريف نظام من المعادلات 
الخطية عندما تكون لدينا أكثر من معادلة خطية ولنفس المتغيرات ويراد منها 
الحصول على قيم المتغيرات فيها. 
النظام الذي يحتوي على معادلتين خطيتين وبمتغيرين هو النظام الذي له 
الشكل العام التالي: 
=C;‏ لارظ + AjX‏ 
AX + BoY = C5‏ 


حيث أن AA:‏ و د88 و ٥,٥2‏ جميعها ثوابت حقيقية ويسمى 
System of two equations and two variables‏ 


وهناك العديد من المشاكل في الاقتصاد والمالية والإدارة Business and‏ 
Economics‏ تقود إلى ما يعرف بأنظمة المعادلات الخطية Systems of linear‏ 
2395 والمطلوب هو حل هذه الأنظمة والتوصل إلى النتائج. 


Ul‏ عن طرق حل أنظمة المعادلات الخطية بمتغيرين فهي: 


طريقة الرسم Graph Method.‏ )1 
طريقة الحذف - Elimination by Addition.‏ )2 
طريقة التعويض (3 
وسيتم التعرف على هذه الطرق المختلفة وكيفية استخدامها لحل الأمثلة 


AVIS التطبيقية‎ 


إذا كانت كلفة 2 قميص للكبار وقميص واحد للأطفال هي 59. وكانت كلفة 
قميص واحد للكبار وثلاث قمصان للأطفال هي 512. ما هو سعر كل قميص. 


Suppose that the cost of two adult shirts and one child shirt is 9 
and if one adult shirt and three child shirt cost $12. What is the price for 
each. 


لنفرض أن x‏ يمثل سعر القميص للكبار 
y ols‏ يمثل سعر القميص للصغار 
وبالتالي فإن: 


2x+y =9 ROD 
x + 3y = 2 ... )2( 


وهاتان المعادلتان تكونان نظاما من معادلتين خطيتين ومتغيرتين (مجهولين) 

0 y 9X هما‎ 
System of two equations and two variables 
حل هذا النظام لدينا:‎ Je 
a) Graph Method: 

المستقيمان للمعادلتين هو حل هاتين المعادلتين» بمعنى أنه حل للنظام. 

وكما تم رسم المعادلة الخطية سابقا سنقوم برسم هاتين المعادلتين بعد عمل 
جدول بقيم كل منها كلا 


SUALA 0‏ وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ١‏ _ 


d 1) المعادلة‎ 2x+y=9 


الشكل رقم )12( 
رسم المعادلتين في المثال رقم (19) 


ويلاحظ من الشكل أعلاه أن نقطة التقاطع هي )3,3( وبالتالي فإن سعر 
b) Elimination by Addition:‏ 
والآن سنقوم بحل نفس المثال باستخدام x‏ الثانية وهي طريقة الحذف 
بالإضافة وسيتم عرضها JP‏ 
)13 ضربنا المعادلة )1( في )3-( وجمعنا المعادلتين نستطيع حذف y‏ 
وإذا ضربنا المعادلة )2( في )2-( وجمعنا المعادلتين نستطيع حذف X‏ 


جمع المعادلتين وحذف X‏ 


نعوض عن قيمة y‏ في المعادلة (1) لإيجاد قيمة x‏ كما يلي: 
9= 2+3 
2x =9‏ 
x=3‏ 
وبالتالي فإن قيمة x‏ هي 3 وقيمة y‏ هي 3. وذلك يعني أن سعر قميص 
الكبار $3 وسعر قميص الأطفال هو 53. 
وهذه النتيجة Alia‏ تماماً مع الطريقة الأولى. 
c) Substitution: — l‏ 
والآن سيتم حل نفس المثال بالطريقة الثالثة وهي طريقة التعويض باستخدام 
المعادلة )1( asi‏ قيمة y‏ بدلالة x‏ كالآتي: 


yz9-2x a(S): 
ثم يتم تعويض ذلك في المعادلة )2( ليصبح لدينا:‎ 
x +3 )9- 2 = 2 
+ع‎ 27 - 6x = 2 
-5x =-15 
A= 3 T 
بالمقدار 3 في المعادلة )3( لنجد أن:‎ x dad وأخيرا نعوض عن‎ 


y=9-2 (3) 


y=3 


وهذا يعني أن سعر قميص الكبار $3 وسعر قميص الأطفال هو 53. 9 odd‏ 
النتيجة متفقة تماما مع الطريقتين السابقتين. 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية __ 


السيارات الحديثة أحدهما صغيرة الحجم وكل سيارة تكلف $3000 والنوع الثاني 
كبيرة الحجم وكل سيارة تكلف 54000. السيارة من النوع الصغير تستغل مساحة 
من المعرض مقداره 40 قدم مربع Lol‏ السيارة من النوع الكبير فتستغل مساحة 
مقدارها 50 قدم مربع من المعرض. فإذا كان المالك يملك فقط 5200000 لهذه 
الصفقة ولديه مساحة مقدارها 2600 قدم مربع في المعرض الخاص بالسيارات. ما 
هي العدد المطلوب شراءه من كل نوع لاستخدام المبالغ والمساحة المتوفران أفضل 
استغلال. 

A car dealar wants to expand his business by buying and displaying 

two types of cars, that have recently appeared on the market. Each car of 
the first type costs $3000 and each car of the second type costs $4000. 
Each car of the first type occupies 40 square feet of floor space, where as 
each car of the second type occupies 50 square feet of the floor space. 
How many cars of each type should he bought and displayed to make 


fullure of the available $200000 for capital and 2600 square feet for 
space. 


افترض أن المالك اشترى x‏ سيارة صغيرة ولا سيارة كبيرة 
فإن المعادلة الأولى والتي تمثل الكلفة هي: 
x + 4000 y = 200000‏ 3000 
أما المعادلة الثانية والتي تمثل المساحة فهي: 
x + 50 y = 2600 AI M‏ 40 
وبذلك فإن النظام هو: 
x + 4000 y = 200000 ... )1(‏ 3000 
x + 50 y = 2600 50)‏ 40 


وللحل بطريقة الحذف بالإضافة e siia elimination by addition‏ بضرب 
المعادلة )2( في )780( للحصول على: 


Ea المعادلات‎ xam, s an IE : a ب چ‎ = a 9 X nnd an ديجي‎ 


3000 x + 4000 y = 200000 
-3200 x — 4000 y = -208000 
E atii حنم‎ 
-200 x = -8000 
X =40 
| وبالتعويض في المعادلة )2( نحصل على:‎ 
40 (40) + 50 y = 0 
1600 + 50 y = 2600 
50 y = 1000 
y = 20 


وبعني ذلك أن العدد المطلوب من السيارات ذات الحجم الصغير هو 40 
وذات الحجم الكبير هو 20 سيارة. 


حل SE‏ من أنظمة المعادلات التالية بالطرق الثلاث: 
à — x-2y22 0)‏ 
x+y=5 iy 2)‏ 

الحل بالرسم وبالرجوع إلى الشكل رقم )13( التالي: 


(2,0) 


(13) الشكل رقم‎ ٠ 
(a) مثال )21( الفرع‎ pug 


x - 2y = 2‏ 
X+y=5‏ 
37-3 
ا 
نعوض عن قيمة ر في المعادلة (2) لنحصل على: 
x+1=5‏ 
x=4‏ 


X= 5-y (2) عن الحل بالتعويض فلدينا من المعادلة‎ Ul 
ونعوض عن ذلك في المعادلة (1) لنحصل على:‎ 


(5-y)-2y-2 
5-3-2-2 
-3y = -3 
ys "EE E - 
ل‎ =1 5x-4 وهو‎ dally ويلاحظ بأن الطرق الثلاث تتفق في النتيجة‎ 
b) X+2y=-4 — 
2x + 4y =$ ya) 


e ea Jl al‏ في الشكل رفم )14( التاني:: 


الشكل رقم )14( 
رسم المثال (21) الفرع (b)‏ 


وبما أن الخطين متوازيين parallel lines‏ فلا توجد نقاط تقاطع ويعني ذلك 
عدم وجود حل للمعادلتين. 


أما عن حل النظام نفسه بطريقة الحذف لدينا: 
1 


x+2y=4 ... )1( 
2x+4y=8 ... (2) 
EP SS جمع المعادلتين‎ 
-2x -4y =8 
2x+4y=8 


Zero = Zero 


لا يوجد حل لهاتين المعادلتين أو لهذا النظام. 


4111 أنظمة المعادلات الخطية لثلاث متغيرات: 

Systems of linear equations in three variables <3‏ 
بعد أن تعرفنا على نظام المعادلات الخطية لمتغيرين يمكن تعميم AJUS‏ 

النموذج وحل الأنظمة لأكثر من متغيرين. وسيتم في هذا المبحث الحديث عن 

الأنظمة الخطية لثلاث متغيرات والتي تكتب بالشكل العام العالي: 


aı Xx + bı y + Cı Zz = k, 


a2 x + b2 ¥ + زوه‎ = k> 


a3 X + و6‎ y + c3 z = بآ‎ 


نيت أن 2 , ر , × هي المتغير ات variables‏ أو المجاهيل s unknown‏ أن 


Cul gi جميعها‎ ki , ko, و , وه , به و وا‎ ERA , bz, وكذلك وط‎ a; , ar, a3 
-Real constants حقيفية‎ 

أما عن حل هذه الأنظمة فيتم باتباع طريقة الحذف Elimination‏ السابق 
تطبيقها مع تعديل معين للتعامل مع المعادلات الثلاث كالآتي: 

1) نختار أي معادلتين من النظام ونقوم بحذف asf‏ المتغيرات الثلاث 
بواسطة الحذف Elimination‏ والنتيجة تعطي معادلة واحدة لمتغيرين 
-two variables‏ 

2( نختار أي معادلتين أخرى لنقوم بحذف نفس المتغير الذي تم حذفه في 
الخطوة رقم (1) لإيجاد معادلة ثانية لنفس المتغيرين السابقين. 

3( نستخدم المعادلتين الناتجتين من الخطوتين )1( و(2) أعلاه لتكوين نظام 
من المعادلات الخطية بمتغيرين System of two Variables‏ ونقوم بحل 
هذا النظام باتباع الطرق السابق ذكرها في المبحث السابق لإيجاد قيم 
المتغيرين المجهولين. 

4( نعوض في أي من المعادلات الأصلية للنظام من الثلاث معادلات عن قيم 
المتغيرين اللذين تم حلهما في الخطوة رقم )3( لإيجاد المتغير الثالث 


yA SE 1 !لك خطوط‎ MN CMM REED 


الثلاث. 


ولتطبيق الخطوات السابقة يمكن اتباع خطوات حل الأمثلة التالية: 


:Solve the following Equations عن المعاد لات التالية‎ 


3x - 2y + 4+ - 6 ... )1( 
2x + 3y —5z=-8 ... (D) 
5x —4y + 32 =7 ... )3( 


يلاحظ هنا أنه تم ترقيم المعادلات وذلك GY‏ اتباع خطوات حل هذا النظام 
يكون أسهلاً وأوضح عند ذكر رقم المعادلة التي يراد التعامل معها. 

وباختيار حذف المتغير cy‏ وذلك لأن معاملاته 72 3+ 4- في المعادلات 
الثلاث أبسط في التعامل من معاملات المتغيران الآخران x‏ أو 2. 

باستخدام المعادلتين (1) و(2) وبضرب المعادلة رقم (1) في 3 وضرب 
— المعادلة رقم (2) في 2 نحصل على ما يلي: 
9x — 6y + 12z = 18‏ 
4x + 6y — 10z 2-16‏ 


وبجمع المعادلتين 
13x + 22 - 2 we (4)‏ 


وهنا Lied‏ بترقيم المعادلة الأخيرة بالمعادلة رقم )4( 
وباستخدام المعادلتين )1( و(3) وبضرب المعادلة رقم )1( في 2- LÍ‏ 
المعادلة رقم ( 3) فتبقى على حالها نحصل على ما يلي: 


-6x + 4y - 8z = -12 


5x - 4y + 372 = 7 
وبجمع المعادلتين‎ 


-x—5z=-5 (S) 


| الرياضيات وتطبيقاتها في s sli‏ الإدارية والاقتصادية ‏ 0( 


(5) mE 


أما الآن فسنضع المعادلتين )4( y‏ )5( مع بعضهما ليكونا نظاماً خطياً من 


متغيرين كالاتي: 
13x + 22 22 (4)‏ 


-X—5Z=-5 ... (5)‏ 
ونختار الآن حذف أحد المتغيرين x‏ أو 2 بملاحظة معاملات كل منهم 
وباتباع نفس الخطوات السابق ذكرها لحل الأمثلة في المبحث السابق. 


وبضرب المعادلة رقم )5( في 13 وإضافتها للمعادلة رقم )4( نقوم بحذف 


13x +22 =2 
-13x - 657 = -65 
وبجمع المعادلتين‎ 
-63z = -63 
ze] 


والآن نقوم بالتعويض عن 2 بالقيمة )1( في أي من المعادلتين )4( أو )5( 
x oia dad day‏ واف Mabel!‏ رقم )5( تحمل (dele‏ 
-K-5z =-5‏ 
-x-5(1)=-5‏ 
-x=0‏ 


x=0 | 

A dL on dca raptor 
كالآتي.‎ y المعادلات )1(« )2( أو )3( لإيجاد قيمة المتغير الثالث والأخير‎ 
وباستخدام المعادلة رقم ( 1( نحصل على:‎ 


3x - 2y + 4z =5 
|.3(0 2y +4 (1) =6 


yeu 
وبالتالي فإن حل النظام المطلوب من ثلاث معادلات بثلاث متغيرات هو:‎ 


x=0 ; y=-l ; and 7-1‏ 
وللتأكد من صحة الحل نستطيع التعويض عن قيم المتغيرات في المعادلات 
الثلاث للحصول على ما يلي: 


3x — 2y + 2 =6 
3 (0)-2 (-1)+4(1)=6 
2+4=6 


6= 6 
وذلك يي أن فيم المتفيرات تحفق 'المغادلة di)‏ )1( 
2x — 3y - 2 = -8‏ 
2(0)3(1-5()2-8 
Bp -—‏ 


-8 =-8 

وذلك يعني أن ad‏ المتغيرات تحقق المعادلة رقم )2( 
5x — Ay + 2 =7 | |‏ 
7= )1( 3 + )1-( 4-)0( 5 

4+3 =7 


7= 7 
وبما أن قيم المتغيرات تحقق المعادلات الثلاث فإن ذلك يعني أن الحل 


صحيح وهو: 
xc 3 y=-l à 72-1‏ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


حل نظام المعادلات الخطية التالية: 


Solve the following system of linear equations: 


x+3y-z=4 ... )1( 
2x + y + 27Z = 10 2) 
3x-y+z=4 ... (3) 


وباتباع نفس الخطوات السابق ذكرها سيكون الحل كالاتي: 
وباختيار المعادلتين )1( و(2) بعد ضرب المعادلة رقم )1( بالقيمة 2- 
وجمعها مع المعادلة رقم (2) نحصل على: 
باستخدام المعادلتين (1) و(2) وبضرب المعادلة رقم (1) في 3 وضرب 
المعادلة رقم (2) في 2 نحصل على ما يلي: 
-2x — 6y + 27 = -8 |‏ 
2x+y+2z=10‏ 


وبجمع المعادلتين 
-5y + 42 - 2 ... )4(‏ 


وباختيار المعادلتين )1( و(3) بعد ضرب المعادلة رقم )1( بالقيمة 3- 
-3x + 9y + 3z = -12‏ 


3x-y+z=4 

-10y + 4z = -8 ... (9) 0 
VIS Z gy نحصل على نظام من المعادلتين )4( )5( وبمتغيرين‎ 
-5y +4z=2 ... (4) 
-10y + 4z = -8 ... (5) 


على: 


10y - 8z 2-4 


-10y + 4z = -8 
-4z = -12 pue E 
Z=3 | 
وبالتعويض في المعادلة رقم )4( نحصل على:‎ 

5987+ 47 =2 
-5y +5 (3) =2 

-5y = -10 

y=2 


وأخيراً بالتعويض في المعادلة رقم )1( نحصل على: 


X+3y-z =4 
x+3(2)-3=6 
X+3=4 
x zl 
وبذلك فإن حل النظام هو:‎ 
xzl , y=2 ; and z=3 


وللتأكد من صحة الحل نعوض في المعادلات الأصلية ويكفي بالتعويض في 


أحدهما ولتكن المعادلة رقم (2): 


2X + +27 = 10 
2 (1) +2 + 2 )3( = 0 
2+2+6= 10 

10 =10 


وبالتالي فإن الحل صحيح. 
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ا الرياضيات وتطبيقاتها في العلوع الإدارية والاقتصادية . 
وكذلك غالبا ما نستخدم طريقة التعويض Substitution‏ لحل أنظمة 
المعادلات لثلاث متغيرات وكما في الأمثلة التالية: 


The method of substitution can also often be used to solve systems 
of equations with three or more variables, as in there two examples 


مثال 24 
حل نظام المعاذلات التالية: 
Solve the following system of linear equations:‏ 
XxX —X.-K3= 1 «cb‏ 
-4X, — 2X2 + 3X4 = 6 ... )2(‏ 
2X; + X2 + 3K35 = 6 ... )3(‏ 
لحل هذا النظام بطريقة التعويض لدينا ما يلي : 
نوجد قيمة X,‏ كما في المعادلة )4( باستخدام المعادلة (1) كالآتي: 
X; = (Xo +K +1( ... )4(‏ 
نعوض OV‏ بما يساوي × في المعادلتين )2( و(3). 


Now we substitute this expression for X into the remaining two 
equations. 


-4 (X5 + X + 1) - 2X5 + 3X526 
2 (Xo + X3 + 1) + Xo + 3K; = 6 
وكما يلي:‎ Xs و‎ Xp الآن نقوم بتبسيط المعادلتين لإيجاد قيم‎ 
-43-43-4-23+33-6 ^ — 
-6X; - X3 = 0 (0. (5) 
2X5 + 2X3 + 2 + X> + 5و3‎ = 6 
3X; +5X3=4 ... 6) 


AVIS (6) 5 (5) الآن نحل المعادلتين‎ 
-6X2 - X3 = 10 ... )5( 


 ةيطخلا الخطوط المستقيمة وأنظمة المعادلات‎ OO 


2 (GX + 5X =4) ` ©) 
6K = X3 = 10 6) 
6K» + 10X3 = 8 e 
9X; = 18 
X4 =2 


الآن نعوض في المعادلة )5( قيمة ا daai‏ على: 


الآن نعوض في المعادلة )4( لإيجاد قيمة ,×: 
Xı = (2+2+1)‏ 
Xı =1‏ 
وللتحقيق من نتيجة الحل نعوض في المعادلة (1): 
X;-X;-X;-1‏ 
1= 142-2 
الطرف الأيسر يساوي الطرف الأيمن. 


حل نظام المعادلات التالية: 
Solve the following system of equations: ..‏ 
Xi + X2 + X = 6 aoe‏ 
2X, - X2 + 3K; =9 ...)2(‏ 
-X, + 2X5 + X426 ... )3(‏ 


للحل Vf‏ نجد قيمة × وكما في المعادلة (4) باستخدام المعادلة )1( لنحصل 


X, = (6 - X5 - X3) ... )4( 


على: 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصنادية 


بالفسمة لطرفي المعادلة على (3-) نحصل على: 


5 
Il 


نعوض في المعادلة )1( عن قيمة 2X3‏ 
X» - 4 (1) =-6‏ 


:×, قيمة‎ Ay (4) و × في معادلة‎ Xa الآن نعوض عن‎ 
Xı = )1-3 )-2(- 4 (1)) 
X,;=1+6-4 
XK =3 
ADS x X= -2 X3=1 


الآن للتأكد من الحل نعوض في إحدى المعادلات الثلاث وكما يلي: 


3X, + 10X: + 8X3 =-3 
3 (3)+10(-2)+8(1) =-3 
9-20 +8 =-3 

-3 =-3 


إذن الحل صحيح الطرف الأيسر يساوي الطرف الأيمن. 


(4-1) أوجد الميل لكلاً من المستقيمات التي تربط أزواج النقاط التالية للأسئلة‎ 
Find the slope of each line joining each pair of points: 
1) (4, 6) and (1,2) 
2) (4, -3) and (1 , -5) 
3) (3,0) and (5,0) 
4) (-4 , 1) and (-4, 3) 

أوجد معادلة الخط المستقيم لكل مما يلي للأسئلة )19—5(: 

Find the equation of the line for the following: 
5) passing through (3 , 2) with slope 4. 
6) passing through (2 , -3) with slope -4. 
7) passing through (5 , 6) with zero slope. 
8) passing through (4 , -2) and (5 , 6). 
9) passing through (3 , 2) and (4 , 5). 
10) passing through (4 , -3) and (5 , 9). 
11) passing through (4 , -3) with no slope. 


12) with y-intercept —6 and slope : : 


13) with y-intercept 3 and slope - TN | | 


14) with y-intercept —4 and slope 4. 
15) passing through (3 , -1) and parallel to the line 6x + 2y + 4. 


16) passing through (-2 , 0) and parallel to the line passing through (3 , 4) | d | 
and Q , 1). | d] 


17) passing through (3 , -4) and parallel to the line 4Y + 3 = 0. 
18) passing through (3 , -2) and perpendicular to the line 4x + 2y — 4 =0. 
19) passing through (4 , 3) and perpendicular to the line passing through 
(1,2) and (3 , 2). 

(24-20) أوجد معامل التقاطع للمنغير ر للمعادلات الخطية التالية للأسئلة‎ 
Find the slope and the y-intercept for each of the following linear 
relations: 
20) 4y — 6x = 12 
21)5x+4y=18 
22) 4x + 8 =0 
23) 5y -7 =0 


2= +2 )24 
8 6 
حدد فيما إذا كانت أزواج الخطوط المستقيمة التالية هي خطية متوازية أو 
متعامدة أو غير ذلك للأسئلة (30-25): 


Determine whether the following pair of equations having parallel or 
perpendicular lines or not: 


25) 4x - 6y = 12 and 6x + 4y = 12 
26) 2x = 2y and 2x42y-4 

27) 4x =-y - 6 andy =-2x-4 

28) x 2-4 — 6y and. 4y + 6x = 10 
29)x-3=0 and 4-x=0 


30) 6x + 8y =2 and 6x - 8y =2 


:(32-31) التطبيقية التالية‎ Ati I حل‎ 
Solve the following applications: 


31) (Linear cost Model) The total cost of manufacturing 50 computers 
per week is $10000 and the total cost for 100 computers per week is 
$15000: 


a) Determine the cost equation, assuming it to be linear. 
b) What are the fixed cost and the variable cost per unit. 
c) What is the cost of producing 200 computers per. 


` 32) (Demand Relation) A car manufacturer finds that at $6000 per car, 
sales are 5000 cars per month. And at $5000 per car, sales are 6000 
cars per month. Determine the demand equation, assuming it to be 
linear. 


حل أنظمة المعادلات الخطية التالية للأسئلة )50-33(: 


Solve the following systems of linear equations: 


34) 2y - 4x = 1 and 5y- 10x = 7 

35) y - 2x =1 and 2y - Ax = -3 

36) 3x - 6y = -2 and -4y + 8x = -1 

37) -10y + 2x =8 and | 20y — 4x = -16 

38) 2y + 2x = 10 and 2y — 2x =2 

39) 3y - × =2 and — ^^ y42x-10 

40) 4y + 3x = 26 and 3y - 1Ix = -7 

41) 3y - 6x = -9 and -2y + 4x = 12 

42) 2x1 - و< - وخ‎ -5 and pc Rx 
and 3x; + 4x2 + 3x3 23 

43) 5x; — 4x2 - 2x3 = -2 and 3x, — 2x2. + 5x3 = 19 


and 2x, - 3X2 + 3x3 = -15 


44) 2x; - 11x2- 3x32 2 
45) 6x; — 5x2 + 3x3 = -17 
46) - + و× ¬ و2‎ = 5 

47) " + 4x2- X3 = -5 
48) 2x1 — X2 + 5x3 = -3 
49) 4X4 + 2x2 ويد‎ = -9 


50) xı + 3x2 — X3 = 4 


and 
and 


and 
and 


and 
and 


and 
and 


and 
and 


and 
and 


and 
and 


الرماضيات وتطبيقاتها في العلوع الإدازية astitit‏ 


X1 - و32‎ + x3 = 1 
Xj - 8X2 + 2x3 = -1 


Ax, + 3x2 - 5x3 = -5 
3X1 = 2X2 - 4x3 = -8 


X1 — 3x» + 2x3 =-7 
2x, + 4x2 + 3x3 = 6 


2x; + 3x2 = 2X3 =-5 
3x, - 2X. + 3x3=11 


-X + 4x2 - 4x3 = 1 
X| - 3X2 + x3 = 4 


Xj — 3x3 = -6 
2x1 +X3=-5 


2x, + X2 + 2x3 = 10 
Xi + 3X2 - وير‎ = 4 


5-5 
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| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


ومن أمثلة ذلك: 

— أن Alas‏ الدائزة adii‏ على Chad‏ قطوها: 

- التكاليف الشهرية لمنتج معين يعتمد على عدد القطع المنتجة. 

- الأرباح التي تحققها شركة معينة تعتمد على المبيعات لتلك الشركة. 

وغيرها من العديد من الأمثلة التطبيقية والتي سنتناول العديد منها ضمن متن 
هذا الفصل وحسب المفاهيم التي سيتم دراستها. 

وعندما تكون هناك علاقة ولتكن ۴ تربط عناصر مجموعة A Dis‏ بعناصر 
مجموعة أخرى مثل Male B‏ تسمى العلاقة ۴ اقتراناً أو دالة function‏ وبذلك 
يمكن تعريف الدالة كالآثي: ۰ 


Function: 
Let A and B are two nonempty sets. Then, a function, say f, from A 
to B is a rule that assigns to each element in A a unique element in B. 


Alla f, g, ۴, or 6 الرموز‎ dale وتستخدم‎ 


Let f denote a given function, The set A for which f assigns a 
unique value in B is called the Domain of the function f, The 
corresponding set of values in B is called the range of the function. 


إذا كانت العلاقة ؛ ay‏ كل عنصر من A‏ بعنصر وحيد من B‏ عندئذ نسمي 
المجموعة A‏ بمنطلق الدالة Domain‏ ونسمي المجموعة الثانية Mer B‏ للدالة 
Range‏ ويرمز للدوال عادة بالرمز cy = f (x)‏ حيث يقال عن المتغير × بالمتغير 
المستقل Indepetident variable‏ 3 يقال عن المتغير Y‏ بالمتغير التابع Dependent‏ 
variable‏ وأن لكل قيمة من قيم المتغير × هناك قيمة Ala‏ للمتغير Y‏ وبذلك فإن 
المنطلق Domain‏ هو المجموعة التي تمثل المتغير المستقل CX‏ أما مدى الدالة 
Range‏ فهو المجموعة التي تمثل قيم المتغير التابع Y‏ بعد التعويض في الدالة عن 
قيم المتغير Xo‏ 


If for each x their exists exactly one value of y, we say that y is a 
function of x, and we write y = f (x). 


eo ee اام‎ | ES 
for example y — 4x + 1, then for each value of x in the real line 
there is a value for y which is also must be in the real line. 


We usually write f (x) = x? to define a function that associates the 
x” value with the number x. 


$ 
$ 
1 
Thus, | | 
4 


so f associate 9 with 3 | | |‏ 1 عه 
f (-2) = (2 = 4 , so f associate 4 with -2 | |‏ 
f )0( = 0” =0 so f associate 0 with 0 |‏ 

| 


This formula does not involve a dependent variable. 
لا يكون حرأ في قيمه.‎ ۴ (x) Wall x في كثير من الأحيان» المتغير المستقل‎ 


بمعنى آخرء هنك بعض القيود على تلك القيم وبذلك علينا تعريف وتفسير ما 
يعرف بالمنطلق للدالة PIS Domain of a function‏ 


| 
f(42) 2 (42y x2 : so f associate 2 with 4/2 | 


Domain: | | | 
If the function f and y = f (x), then the domain of f can be viewed | | 
as the set of allowable values for the independent variable x. 


f أنه 13 كانت الدالة هي‎ Domain ومايعنى بتعريف مفهوم المنطلق‎ 
OX فإن منطلق نلك الدالة هي القيم المناسبة للمتغير المستقل‎ y = f(x) وبالشكل‎ 
X ر بقيم المتغير‎ = f (x) القيم التي نحصل عليها من التعويض في الدالة‎ Ul 
Range of a وتسمى المجموعة بالمجال أو المدى للدالة‎ Y فهي قيم المتغير التابع‎ 
A «function 
If x is a numter in the domain of f, then the number f (x) that f 
associates with x is called the value of f at x or the image of x under f. 


Thus, if f (x) = x? , then the value of f at x = 3 is f (3) =9 , (i,e) 9 is 
the image of 3 under f. ش‎ 


وبالتالي يمكن تعريف مجال الدالة كالآتي: 


Range: 
Is the set of all possible values of f (x) as x varies over the domain 


of f. 


ويمكن حصر النقاط الواجب مراعاتها لتحديد منطلق الدالة بالتالي: 


Restrictions on the indep. Variable that determine the domain of a 
function generally come about in one of three ways: 


1) Physical or geometic considerations. 


2) Natural restrictions that result from a formula used to define a 
function. i 


3) Artificial restrictions imposed by a problem solver for one 
purpose or another. 


النقاط الثلاثة أعلاه يمكن توضيحها بالأمثلة المحددة عند عرض الأمثلة 
التالية لتحديد منطلق دالة معينة. 


oe‏ منطلق الدوال التالية: 
Find the domain for the following functions:‏ 


a) f(x) = 4x +1‏ 
يلاحظ هن أنه لا توجد أي شروط لتحديد منطلق هذه الدالة وبالتالي فإن 
المنطلق هو جميع الأعداد الحقيقية R‏ أي أن: 
Domain is % = (-eo , +00)‏ 


b) f (x) = x 


وهنا Laf‏ يمكن ملاحظة أنه لا توجد أي شروط لتحديد منطلق هذه الدالة 
باعتبار أنه يمكن تربيع القيم الموجبة والسالبة وبالتالي فإن المنطلق هو جميع 
الأعداد الحقيقية 291 أي أنه: 


)09+ , مه-) = Domain is R‏ 
c) f(x) = x‏ 
في هذه الحالة يلاحظ أن هناك شروط لتحديد منطلق هذه الدالة هو من 
الشكل Gus «Natural. domain‏ أنه يمكن جذر القيم الموجبة ولا يمكن جذر القيم 


السالبة للحصول على أعداد حقيقية» بمعنى أن الجذوز السالبة تسمى وكما تم 
تعريفه سابقاً بالأعداد الخيالية imaginary‏ وبالتالي فإن منطلق هذه الدالة هو فقط 
القيم x‏ أي sof‏ 
Domain is {x | x 2 0)‏ 
HOS ln‏ 
(x - DG -3)‏ 
وكذلك يلاحظ هنا أن هناك شروط لتحديد منطلق هذه الدالة من الشكل 
Natural domain‏ وهي أنه لا يمكن القسمة على صفر وذلك لحصولنا على ed‏ 
غير معرفة. وهذه الحالة تكون عندما 1 = × أو 3 = x‏ وبذلك فإن منطلق هذه الدالة 
هو جميع الأعداد الحقيقية ما عدا القيمتين 1 و 3 أي أ 
Domain is {x |x 21,3,x is Reals}‏ 


or Domain is (-e, 1) U (1, 3) U (3 , e0) 


2 
-4 
e) hx) = ZZ, xz0 
X2 
But if we write y = SEED 
X -— 


then, h (x) is defined at x — 2, since 
h(2)=2+2=4 | 
Thus, we must write h (x) 2 x + 2, X*2. 
الجبرية وبواسطة استخدام‎ ME R وفي هذه‎ 
وبعد حذفه من البسط والمقام فإن هذه‎ common factor طريقة الحد المشترك‎ 
للمنطلق الحقيقي للدالة.‎ alter العملية (تبتر) قطع‎ 
فيتم بصورة عامة من‎ Range of a function أما عن تحديد مدى الدالة‎ 
وسيتم‎ Often, the Range of a function is evident by inspection EAA 
عرض ذلك بالمثال التالي:‎ 
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الرياضيات وتطبيقاتها في SUE‏ الإدارية atas‏ 


: Determine the Range of the following حدد مدى الدوال التالية‎ 
a) f (x) = x 


وبالرجوع للمثال (1) السابق فإن المنطلق الطبيعي لهذه الدالة هو الأعداد 
الحقيقية )00 , R = (-ee‏ . ولكن بما أن تربيع القيمة الموجبة وكذلك تربيع القيم 
السالبة هو قيمة موجبة دائماً positive values‏ لذلك فإن مدى هذه الدالة سيكون 
فقط القيم Ase gall‏ أي أن: 
Range is {x | x > 0}‏ 


b) f(x) = 5H 


= 
منطلق هذه الدالة هو جميع alae‏ الحقيقية ما عدا 1 = x‏ والتي Jaai‏ المقام 
صفراً. ولذلك فلإيجاد القيم المناسبة والتي ستمثل المدى Range‏ فعلينا تحديد شكل 
معين لإيجاد تلك القيم. والطريقة المناسبة هو حل المعادلة والتي تمثل f(x) Wall‏ 
والتي سيرمز لها بالرمز ر بدلالة المتغير X‏ وسنحاول تغيير هذه الدالة لتصبح 
بالشكل أن المتغير × هو بدلالة المتغير y‏ وكالآتي: 


x2 
y-1 


وبالتالي فإن المدى للدالة الأصلية f(x)‏ هو جميع القيم ما عدا 1 yz‏ 


Bassa Re pma من‎ E AO BLA ded امن‎ 

القيم ولكن يمكن أن تظهر الدالة بأكثر من JSS‏ لمجاميع مختلفة من القيم. وعندئذ 

تعرف الدالة بالوصف functions defined piecewise‏ والتي تظهر في المثال 
التالي: 


Recognize the following function: u | 
xc, x2 | 

a) f(x) = | 
4, x <2 | 


020 وهذه الدالة لها شكل أن تكون 2 + للقيم × أكبر من 2 ولها شكل أن تكون 
بشكل الثابت 4 للقيم dil x‏ من أو تساوي 2. 


2-2x, x<-l | 
b) f () = 4, -1 > > 3 | 
2x - 2, x23 i 


Gl dal ola,‏ قلاكة Aia LASS]‏ حسته geaccll‏ عات Ala‏ :و المؤلف 


منها منطلق هذه الدالة. 
E‏ وببساطة يتضح من التعامل مع تعريف الدالة والأمثلة السابقة أنه إذا كانت 


| الدالة معرفة لمجموعة من الحدود والذي يمثل منطلق تلك Wall‏ فإن قيم الدالة يمكن 
إيجادها بعد التعويض في الذالة لإيجاد قيمة الدالة value of the function‏ والمثال 


Letf(x) تح‎ 22+ 1,0 > <> 1 


flath)- f(a) 


Find: £0) £1) £C), f(A, f B), i 


ويلاحظ هنا أن المطلوب في هذا المثال إيجاد قيمة الدالة: 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 0000( 


f(x)=2x+1 
فإن:‎ x =0 وبذلك فإنه عندما‎ x لقيم مختلفة من المتغير‎ 


f@=20)+1=1 
وعندما 1 = × فإِن:‎ 

f(1)=2() +153 
| dix-- Geu 


1 1 
io eg pne 


وعندما x =a‏ فإن: 
f(a)22a-41‏ 
late y‏ 1ط + ۾ = × فإن: 


f (a + h) = 2 (a + h) + 1 = 2a + 2h +1 
وأخيرا إيجاد:‎ 
f(ath)-f(a) _2a+2h+1-(2a+1) _ 2a+2h+1-2a-1 _ 2h _ 
h HE h 0 h he 


2 


3 رسم الدوا ال :Graphs of Functions‏ 
> عملية تحديد قيم المتغير × والتي تسى منطلق الدالة Domain of function‏ | 
وإيجاد aad‏ الدالة Y‏ بعد التعويض والتي تسمى بمدى Range of function åtal‏ 
يعطينا جدول من القيم والذي يمثل قيم x‏ وقيم ر أو (x)‏ * المقابلة. وبتحديد هذه 
القيم على المستوى xy‏ يمكننا رسم النقاط التي تمثل تلك الدالة وبإيصال هذه النقاط 
نخصل على رسم AMY‏ 

<< الأمثلة التالية ستوضح ذلك: 


a) f(x)=x 


بعمل جدول للقيم × والتي تعود للأعداد الحقيقية سنحصل على f (x) ei‏ 
والتي تعود للأعداد الحقيقية كالآتي: 


Rb OY LIMITS a‏ و عا E‏ ويسم ع 
م DO ag FDOT‏ 
وبذلك فإن رسم الدالة هي الخط الأفقي القطري الذي يظهر بالشكل رقم (1) 
التالي: 


f(x) 


الشكل رقم )1( 
رسم الذالة f (x) = x‏ 
b) f (x) - +2‏ 
بالاستعانة بالرسم السابق والذي يمثل الشكل f (x) = x‏ بإضافة الثابت 2 


نحصل على الجدول: 
Re gray eels OLAS‏ 


PO و1-,...‎ 0,1,2,3,4,5,... 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


بمعنى أنه بزيادة ذلك الثابت قيم المتغير التابع y‏ ازدادت بمقدار ذلك الثابت 
عن الدالة الأصلية والتي تم رسمها في الفرع (a)‏ أعلاه. وبذلك فإن رسم هذه الدالة 
سيظهر في الشكل رقم (2) أدناه: 


f(x) 


f(x)=x+2 


الشكل رقم )2( 
رسم الدالة 2 + × = f(x)‏ 


ويلاحظ من هذا الفرع (b)‏ من المثال أنه بإضافة أو طرح Cub‏ معين لدالة 
فإن الرسم سيكون مشابه للرسم الأصلي ولكن بإضافة أو طرح الثابت من قيم 
الدالة. 
| ا ار 
الجدول المناسب لرسم هذه AY AM‏ هو 2 
Mie OP E‏ لخر دف ا 
P0559 451. 071 479 se‏ 
بمعنى أن قيم الدالة جميعها موجبة وذلك GY‏ تربيع القيم الموجبة والسالبة 
للمتغير ‏ ستعطينا قيمة موجبة للمتغير cy‏ وبالتالي فإن الرسم سيظهر بالشكل رقم 
(3) التالي: 


f(x) 


الشكل رقم )3( 
رسم الدالة f(x) =x?‏ 
d) f(x) = Vx‏ 
Lug‏ أنه لا يمكن جذر القيم السالبة لذلك فيجب أن تكون قيم ‏ هي فقط قيم 
موجبة بمعنى أن منطلق هذه الدالة Domain‏ هو القيم الموجبة. ونكتب بذلك: 
f(x) - Vx , x20‏ 


وعن جدول قيم هذه الدالة لدينا: 
REO Lg 2723s‏ 
f(x):0,1,4,9,...‏ 


وبالتالي فإن رسم هذه الدالة هو بالشكل رقم )4( التالي: 


لشكل رقم (4) 
رسم الدالة Eœ =x‏ 


يلاحظ من خلال المثال )5( السابق أن جميع الدوال التي تم رسمها هي لها 
شكل واحد لمنطلق معين. أما في المثال (6) التالي سنعرض كيفية رسم الدوال التي 
لها أكثن v‏ تنكل JAEN‏ مق vada (allis‏ 


4, X€«2. 
a) f (x)= 
x +2, x22 
لرسم هذه الدالة وبالاستعانة بجدول القيخ لدينا الجدول التالي:‎ 
X:i..-2,-1,0,1,2,3,4,5,... 
f(x):... 4, 4,4,4,4,5,6,7 ... 


Cisl الدوال‎ + 


حيث تم التعويض في الشكل الثابت للدالة وهو 4 لجميع القيم للمتغير × أقل 
من 2 Ul‏ عندما أصبح x‏ يساوي 2 أو أكثر تم التعويض في الشكل الآخر للدالة 
وهو 2 + x‏ وبذلك فإن رسم هذه الدالة يظهر في الشكل رقم )5( التالي: 


f(x) 


(5) الشكل رقم‎ 
(a) رسم الدالة في المثال )6( الفرع‎ 
X, ÜSxsl 
b) f (x) = 22K 5 1> > 2 
0, otherwise 


وبعمل جدول عن طريق التعويض في الشكل المناسب نحصل على: 
xus Coq eon y HE‏ 
fœ)... 0 0 7T 3070 s. ...‏ 


وبالتالي فإن الشكل رقم )6( التالي هو رسم هذه الدالة: 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


00 


الشكل رقم (6) 
رسم الدالة في المثال )6( الفرع (b)‏ 


c) f (x) = x, 0<x<1 


جدول ad‏ هذه الدالة هو: 


TO 11259.‏ لجر عو اتير 
f:...,2,1,0,1,1,1, ...‏ 


وبذلك فإن رسم هذه الدالة يظهر في الشكل رقم (7) التالي: 
f(x)‏ 


الشكل رقم )7( 
رسم الدالة في المثال )6( الفرع (c)‏ 


الدوال والرسوم 0o‏ 


:Kinds of Functions أنو اع الدوال‎ 54 | 

| الدالة التربيعية والقطع المكافئ Quadratic Functions and Parabolas‏ 
سنعرض في هذا المبحث أنواع الدوال بتسمياتها المختلفة SS‏ حسب تعريفها 

SH gall ليذه‎ Aia وكذلك. افع كات‎ Lua) الذاثة الخاضية ييا‎ USE, 


We will present all kinds of functions with their definitions, graphs, 
and all applications as follows. 


a) Constant Functions: 
f(X =a : where a is a real constant 


for example, f(x) 22 and it's graph is: 


f(x) 


f(x) 


الشكل رقم )8( 
رسم الدالة الثابتة 2 = f(x)‏ 


تعتبر دالة العائد الحدي Marginal Revenue (MR)‏ من الأمثلة الاقتصادية 
المهمة للدالة الثابتةء حيث أن العائد الإضافي المستحصل من بيع وحدة إضافية من 
الناتج هو الذي يمثل العائد الحدي. فإذا كانت جميع الوحدات تباع بنفس السعر فإن 
العائد الحدي سيساوي السعر الذي تباع به وحدة الناتج. 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلى م الإدارية والاقتصادية ٠‏ 


b) Linear Function 


f(x)=ax+tb, 


where a and b are real constants, a #0 


وهذه الدوال الخطية والتي تتمثل بشكل معادلة خط مستقيم 5 + × ۾ = f(x)‏ 


حيث أن a,b‏ هى ثوابت حقيقية. 


for example, f (x) 22 x + 1 and it’s graph is: 


f(x) 


الشكل رقم )9( 
رسم الدالة الخطية 1 + f(x) = 2x‏ 


c) Quadratic Functions: 


f(x)=a x +bx+ce ; where a , b and c are real constants , 
az0 


. عن منحنى معين حسب شكل‎ 8 Jue عن رسم هذه الدوال التربيعية فهي‎ Lud 


الدالة 


for example, f (x) = a x? and it’s graph is: 


الشكل رقم )10( 
رسم الدالة التربيعية f(x) = ax?‏ 


Theorem: 

The graph of the quadratic function f (x) = a x? +b x + c (az 0)isa 
parabola that opens upward if a > 0 and downward if a « 0. Its vertex 
(which is the lowest point when a » 0 and the highest point when a « 0) 
is at the point. 


E EL 
Ei and yat b 


xz 
2a 4a 


وعن رسم الدالة التربيعية بتعيين نقطة الرأس أو نقطة الذروة vertex‏ 
سيكون بالشكل رقم (11) التالي: 
f(x)‏ 


Xx 
4ac—b° ) 
4a 


(zb 
2a’ 


a)a>0 | | ^ Daad 


الشكل رقم )11( 
رسم الدالة التربيعية وتعيين نقطة الرأس vertex‏ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


ويجب ملاحظة النقاط التالي في رسم x‏ تعريف الدوال التربيعية كالتالي: | | 


i 
| 


1) If b = c =0 , the quadratic function reduces to f (x) = a x? , and 
the coordinates of the vertex given by the above theorem reduce 
tox=y=0. 


2) To get the y-axis of the vertex, it is easier to substitute the value 


x= a into the equation of the parabola instead of 
a 


remembering the formula. 


3) The parabola is symmetrical about the vertical line through the 
vertex. 


الأمثلة التالية ستوضح استخدام هذه النقاط في رسم الدوال التربيعية كالآتي: 


ارسم الدالة التربيعية التالية وحدد نقطة الرأس أو الذروة. 
Graph the following function and find its vertex.‏ 


f(x) =2x?-8x+5 


بمقارنة هذه الدالة مع الشكل العام للدالة التربيعية نجد أن: 


a=2 , b=-8 ; c=5 


وبالتالي لتحديد نقطة الرأس vertex‏ علينا التعويض لإيجاد قيمة كل من 
y , x‏ كالتالي: 


ويمكن التعويض المباشر في الدالة عن قيمة 2 = x‏ لإيجاد قيمة y‏ أي f(x)‏ 
بالشكل: 


y= 2)52 2-8 2(5 
=8-16+5 = 3 


ë ee‏ اال ي 
أو يمكن إيجاد قيمة y‏ بالتعويض في القانون المحدد بالنظرية للحصول على 
نفس القيمة كالآتي: 


„tach? ADOD? _ 40-64 _ -4 
4a 4(2) 8 8 


ويمكن بسهولة ملاحظة أن التعوبض المباشر أسهل وأسرع من التعويض 


Ld‏ عن رسم الدالة فيظهر في الشكل )12( التالي بعد عمل الجدول التالي 
لقيم الدالة: 


0 01 ZS OAs 
f&):...,5,-1,-3,-1,5, 


f(x) 


(12) الشكل رقم‎ ٠ 
(7) رسم الدالة للمثال رقم‎ 


b) Absolute value function: 


xy x>0 
f (x) = |x| = 
-X, x <0 


i 
i 
i 
i 
i 
i 
| 
| 


وعن رسم هذه الدالة والتي تسمى دالة القيم المطلقة فلدينا الشكل رقم )13( 
التالي: 


` fh) 


"X 
(13) الشكل رقم‎ 
رسم دالة القيمة المطلقة‎ 
e) Exponential function: 
f (x) eg 
for example, f (x) 2e? , x 2 0 and its graph is: 


RO 


الشكل رقم )14( 
رسم الدالة الأسية 


gels dy 


f) Logarithmic Function: 


f (x) = In x 
Saal) و أي ن‎ Lay Le لار‎ allai ams alin of Gy adi ون‎ 
الاستفادة منها للتعامل مع الدوال اللوغاريتمية وهي:‎ 
I) Inxy=Inx+Iny | 
2n — =Inx—Iny 


ع مآ م ع nx"‏ )3 


X 


Ant =-]nx 
x l 


ومن المعروف أيضاً أن الدالة الأسية هي معكوس الدالة اللوغاريتمية. وعادة 
ما يتم التعامل مع الدوال اللوغاريتمية بعد تحويلها إلى دوال Apa‏ حيث أن: 
Yeo 2 Iny=xlne > x =Iny m‏ 


وسيتم GY)‏ وبعد التعرف على المفاهيم السابقة وعلى أنواع الدوال وكيفية 
RT dial BL way‏ في كن UN‏ اة a,‏ ا فة کر ةن 
وتحديد الدور الأساسي للمفاهيم الرياضية في الحياة العملية. 
- إشندى Gy Fut delia Sy‏ طاطي guy AAS ade oly‏ جد من 
الأجهزة يمكن of‏ توصف حسنب. الدالة التالية: 


A company produces t.v.’s claims that total production cost for x 
t.v.’s can be described by: 


c(x) = 1000 + 200 x 


Find: a) The constant cost الكلفة الثابتة‎ 
b) Graph the function رسم الدالة‎ 


c) The total cost to produce 100 6.7.5 — X» 100 كلفة إنتاج‎ 


TT والإقتصادي:‎ {Oh Gh Gs, Saar | 


للتعامل مع هذه الدالة الخطية Lisle‏ مقارنتها مع الشكل العام للدالة الخطية 
وبالتالي فإن: 
a = 200 , b-1000‏ 
وبذلك فإن الكلفة الثابتة هي 1000 = )0( c‏ 
أما عن رسم الدالة الخطية فيمكن ذلك باستخدام الدول التالي والرسم الذي 
يظهر في الشكل رقم (15) التالي: 


x : 0 10 100 1000 
c (x) : 1000 3000 21000 201000 


N 


الشكل رقم )15( 
رسم الدالة الخطية C(x) = 1000 + 200x‏ 


وأخيراً فان كلفة صنع 0 جهاز هو: 
c (100) = 1000 + 200 (100)‏ 
21000 = 


الخزان في الأول من كانون الثاني ولا توجد Af‏ إضافة للوقود حتى نهاية الشهر. 
لنفرض t of‏ يمثل عدد الأيام بعد الأول من كانون الثاني Shay Gly‏ عدد 
الغالونات من الوقود في الخزان. من خلال سجل المصروفات لوحظ وجود علاقة 
بين y yt‏ تتمثل تقريباً بالمعادلة التالية: | 


Fuel conception for a block is given by: 


y = 30000 - 400 t, where t is # of days after Dec. 1 st 
and y is Z callon's of fuel 


Graph the function and find number of callon's of fuel remains 
after 20 days of conception. 


هذه الدالة الخطية لمصروفات a gi ll‏ تكتب بالشكل التالي: 
y=30000-400t , O<t<3l‏ 


وبذلك فإن جدول القيم هو: 
x: 0 1 2 3 te 31‏ 


y: 30000 29600 29200 28800‏ 
وأن رسم الدالة يظهر في الشكل رقم (16) التالي: 
Y‏ 


(0,30000) 


الشكل رقم )16( 
رسم الدالة للمثال رقم )9( غ400 - 30000 = y‏ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ` 


وأخيرا فإن ما تبقى من الوقود بعد مرور 20 يوما هو: 


y = 30000 — 400 (20) = 30000 - 8000 = 2200 


ee 


A OE E IE الضتاعية‎ cil N 
إنتاج 9 وحدات هو 8.5 دينار‎ AUS الكلفة بحجم الإنتاج. وقد لوحظ أن معدل‎ 
ومعدل كلفة إنتاج 0 وحدات هو 8 دنانير وأما معدل كلفة إنتاج 12 وحدة فهو‎ 
أوجد العلاقة الدالية التي تربط معدل الكلفة والإنتاج وارسم تلك الدالة.‎ 5 
A small factory with limited resources has the following data: 
# products: 9 10 12 
cost : 8.5 8 8.25 
State and graph the function that relates # of products with cost 
الوحدات المنتجة والكلفة هو عبارة عن دالة تربط‎ ore واضح هنا أن جدول‎ 
هذين المتغيرين وبذلك فإن رسم هذه الدالة سيظهر في الشكل رقم (17) التالي:‎ 


الشكل رقم (17) 
رسم الدالة للمثال رقم (10) 


والمخطط يشير إلى أن الدالة تتناقص ثم تتزايد وبذلك فإن هذه العلاقة تصف 
دالة تربيعية -Quadratic function‏ 


أحد محلات بيع الأصباغ يبيع الغالون الواحد من الدهان ب4 دنانير إذا 
كانت طلبية المستهلك أقل من 100 غالون. ويبيع بسعر 3 دنانير للغالون إذا كانت 


| الطلبية على الأقل 100 غالون» بالإضافة لذلك فقد منح صاحب المحل خصم 


مقداره 50 ديناراً لمن يشتري على الأقل 500 غالون من الدهان. ما هي قائمة 
المبيعات f (x)‏ باعتبارها دالة لعدد الغالونات المباعة x‏ ثم أوجد قائمة بيع 50 
, غالون» 200 غالون و1000 غالون من الدهان. 


A small company for selling paints sells each gallon by 4 J.D. if the 
order less than 100 gallon. And sells each gallon by 3 J.D. if the order is 
at least 100 gallon. Also, the owner gives a discount by 50 J.D. for those 
buying at least 500 gallons. Write the function and find the price for 
selling 500 gallon, 200 gallons, and 1000 gallons. 


لنفرض أن aae.‏ الغالونات المباعة هي x‏ بسعر 4 دنانير للكمية أقل من 100 
غالون وبسعر 3 دنائير للكمية على الأقل 100 coste‏ بالإضافة إلى الخصم الثابت 
بالمقدار 50 ديناراً والذي يجب أن يطرح من سعر البيع إذا كانت الكمية على الأقل 
0 غالون وبالتالي فإن الدالة ستكون: 

4x, 0 > ع‎ > 0 


f&)=4 3x, 100 < x < 500 
3x-50, x20 


وعليه فإن قائمة بيع 50 غالون ستكون: 
f (50) = 4 (50) = 0 z: 0‏ 


وقائمة بيع 200 غالون هي: 
f (200) = 3 (200) = 600‏ 
أما قائمة بيع 1000 غالون فهي: 
f (1000) = 3 (1000) - 50 = 2950‏ 
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:Combinations of functions الدوال‎ m E y 
يا المبحث كيفية تركيب دوال جديدة من الدوال الأصلية‎ 
[ 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


me Arithmetic operations on functions: 
If f (x) and g (x) are two functions on the same variable x. Then: 
a) (f + g) (x) = f (x) + ع‎ (x) 
b €-g) (xX) = f 0 - ع‎ (x) 
c) Œ. g) (x) =f (x). ع‎ (x) 


f fG) 


m Xx)- » g(x) #0 


(x) 
g(x) 
ويتضح من الأشكال أعلاه أن العمليات الجبرية من جمع وطرح وضرب‎ 

وقسمة على الدوال معرفة وموجودة إن كانت الدوال موجودة للحصول على دوال 


cfg cfg «tee جديدة باسم‎ 
8 


ilhid عن منطلق الدوال الجديدة هذه فهو عبارة عن مجموعة التقاطع‎ Ul 
3-5 ن اا‎ Des و عا ع خان اق ا‎ GL uc 
: 


Js Dacia ds 


The domain of the functions fig , Fg. f.g is defined to be the 


intersection of the domains of f and g. for $ the domain is the 
3 


intersection of f and g with the points where g (x) = 0 excluded. 


وسيتم من خلال الأمثلة التالية تعريف هذه العمليات الرياضية كالآتي: 


| 
| 
| 
| 
| 
i 
| 
i 


ee TTT TCS 


Let f (x) = x and g (x) = x? . Find (f+g) (x) , (Eg) O, (Fg) GO. 
DO and state the domains. 
عندما تكون:‎ 
f (x) = x and g (x) = x’ then: 
(f+2) (x) = f(x) + g(x) =x +x’ 
(f-g) (x) = f(x) - g(x) = X - x’ 
(f.g) (x) = fG) . ومع‎ =x. x? = x 


i a‏ در 
g(x) x x‏ 


=( 
وواضح أن منطلق الدوال الناتجة هو جميع الأعداد الحقيقية 91 باعتبار أن 
منطلق الدالة f‏ هو R‏ ومنطلق الدالة ع هو R‏ ما عدا أن منطلق الدالة الأخيرة 


=o)‏ هو 91 ما عدا القيمة 0 = x‏ والتي تجعل المقام صفراً. 


ال13 _ 


Letf (=1 + 4x-2 andg(x)=x-1 
Find (f+g) (x) , (f-g) (x) , €) (x), f (yj and state the domains. 
© 8 
بافتراض أن:‎ 
f(x)=14+ V¥x-2 
[2 , eo) هو:‎ f فإن منطلق الدالة‎ 
وبافتراض أن:‎ 


g&)=x-1 |‏ 
فإن منطلق الدالة ع هو: c0)‏ , 20-( 
dll,‏ فإن: 0( 


2) Composition of functions: 


cir P c.‏ ه إيجاد الدالة ۴ Wall‏ ع أو إيجاد 


(f+g) (x) = ME s 2+x-1l=x+7x 
(f-g) 0 =f£()-g (=1 + vx-2 -(x-1) 


=1l+yx-2-x+1 
=J- eo) 
(£g) (x) =f (x) g (x) = (1 + 4x-2)(x- D) 
f f(x) _1+4x-2 
a nun aepo 


واضح أن منطلق جميع الدوال of «frg‏ و fg‏ هو: 
œ) A (œ , œ ) = [2 , e»)‏ , 2[ 


وكذلك هو منطلق الدالة الأخيرة > sed,‏ أن القيمة التي تجعل المقام 


صفرأً لهذه الدالة هو 1 x=‏ والذي هو ليس موجودة في منطلق الدالة أصلا. 


. ويطلق على هذا المفهوم تركيب الدالة من دالة أو دوال أخرى بالشكل: 
fogQ)-f(g (x) )‏ 
(f(x) )‏ ع = and g o f (x)‏ 


الدالة ع للدالة f‏ 
وسيتم توضيح المعنى من خلال الأمثلة التالية: 


Let f (x) = 2-7 , and ع‎ (x) =x’ 
Find f o g (x) and g o f (x) 


f (x) =x-—7, and ع‎ (x) =x’ 


fog (x)=f(g(x)) 
= f(x) 


= × -7 


gof(x)=g(f(x)) 
Ego) 
-(x-7y 


Letf(x)2x-1,andg(xX)21-4 4x-2 
Find f o g (x) and g o f (x) 
1 )2( ع‎ - 1 , and ع‎ (KX) =1 + J4x-2 


fog(xyy)=f(g()) 
ع‎ 1)1 + 2-2١ | 
=l4+4x-2 -l=~vx-2 


gofG)-g(fQ)) 
-g(x-l1) 
-144x-1-2 
-144x-3 


3) Inverse function: 


To find the inverse function we have to: . 
a- Solve the function y = f (x) for x in terms of y 
b- Switch x and y. The resulting formula will be y = f Hx) 


f! (x) is called the inverse function of f (x). 


وسيتم توضيح خطوات إيجاد الدالة العكسية» حيث أنها الدالة الناتجة بعد 
تحويل الشكل من كون أن y‏ معتمدة على x‏ إلى أن تكون x‏ معتمدة على y‏ بالأمثلة 
التالية: 


1 ; , . 
Let f (x) = z X + 1 find the inverse function 


لإيجاد الدالة العكسية سنفرض أولاً of‏ () ۴ هي y‏ وبالتالي يصبح لدينا: 
Le x41‏ 
75 
ونحاول أن نعكس هذه الدالة لتصبح الشكل x‏ بدلالة y‏ كالآتي: 
(1-/0 2 دع اج 20-2 د ع جح 2 + ع ع 237 


وبالتالي فإن الدالة العكسية £1(x)‏ للدالة f(x)‏ هو: 
f!) 22(x-1) |‏ 


Let f (x) = e* Find f(x) 


لإيجاد الدالة العكسية للدالة ٠“‏ = ر نقوم بأخذ اللوغاريتم للطرفين فيصبح 


لدينا: 


Iny=xlne>x=Iny 


وبالتالي فإن f(x)‏ هي: 
f(x) = In x‏ 


Let f (x) = x? . Find the inverse function 
لإيجاد الدالة العكسية للدالة × = ر نقوم بجذر الطرفين لنحصل على:‎ 


×= Fy 


وهذا يعني عدم وجود علاقة واحد dala‏ بين y 9X‏ 


Means that there is 1-1 value from x to y since any value for y 
gives two values for x. 


Here, we can say that there are two inverse functions. But, if we 
restrict the domain of f (x) then, we can say that: 


a) If y = x° , x > 0 then x = + y and the inverse function here is 


Vx ,x20‏ دوماع 


b) If y = x , x < 0 then x = -» and the inverse function will be 
fl(x) = -Jx x20 


أوجد منطلق ومدى IS‏ من J) gall‏ التالية للأسئلة )101( 


Find the domain and the range for each of the following functions: 


If@=x+l1 


DEO 


5)f (x)= vx-2 
"ees. 
x-1 


9) f (x) = (x - 3 


Graph the following functions: 


11) f(x) = -4x+2 


2)f(x)=-x+1 
4) f(x) = Vx 
6) f(x) = Vx+4 


8) f (x) = Uu 


10) f(x) = — 


Vx 


ارسم الدوال التالية للأسئلة )21-11(: 


12) ومع‎ =x’-1 


13) f (x) = V4—x fuos 
X 
15) F(x) L 16) و6‎ = kk- 1 
17) f (x) = 2 - [| 18) ومع‎ = Ll 
X 
X, O<x<l 
r= 2-x, 1<x<2 
0, otherwise 


-X, x <0 
wrod 0, O0<x<2 
4x-2, x20 
-X, x <0 
atw] x^. 0<x<1 
1, x21 


ارسم الدوال التربيعية التالية محدداً إحداثيات نقطة الرأس وفيما )13 كان القطع 
المكافئ للأعلى أو للأسفل للأسئلة )25-22( 

Graph the following quadratic functions, and give coordinates of the 

vertex and state whether the parabola opens upward or downward: 

22) f (x) 22x? - Ax + 5 

23) f 0 = 1 + 2x + x? 

24) f (x) 2 (1- x -2 

25( f (%) = ( + 15 -2(x- 1» 


(30-26) للأسلة‎ £ ٠ " c.g: fg e got feg أوجد‎ 


26) f (x) 22x - 7 and ومع‎ - Vx 
27) f(x) = —— and gsx 
x2 E 
28 f (x) = Vx and . g(x) = VI-x 
29) f (x) = (x - 1Y? and g(x)=x-1 
30) f(x) = 4 and g(x)= vx 
X 


(35-31) للأسئلة‎ go f و‎ fog أوجد‎ 


31) f (x) = 2x -7 and g(x)=x+1 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ٠.‏ 


32) f (x)= — and g (x)=x! 
x+ 
33) f x)= Vx and g (x)= ال‎ 
34) f (x) = (x - 2“ and g (x)= : 
35) f(x) = +2 and g (x)= Vx 


أوجد f'(x)‏ للأسئلة )40-36(: 


36) f (x) 22x + 5 
37) f(x)z2x-7 
38 f(x) 27—2x 


39) f (x) = = 
X 
40) f (x) = 253 


:(43-41) الأسئلة التطبيقية التالية بشكل دوال ثم أوجد الحل للأسئلة‎ cas] 


41( شركة كهرباء تصدر الفاتورة بمقدار 10 قروش للوحدة إذا كان aae‏ الوحدات 
المستهلكة أقل أو تساوي 50 وحدة و4 قروش لكل وحدة لما يزيد عن ذلك 
الاستهلاك. أكتب الدالة التي تبين قيمة الفاتورة للوحدات المستهلكة؛ ثم أوجد 

- قيمة الفاتوزة إذا كان الاستهلاك 60 وحدة مع الرسم. 
Electricity is charged to consumers at the rate of 100 for the first 0‏ 
units and $ for amounts in excess of this. Find the function c (x) that‏ 


gives the cost of using x units electricity, then find the cost for using 
60 units with graph. 


42( مكتب لتأجير السيارات يؤجر السيارة بعشرة دنانير في اليوم وعشرة قروش 
لكل كيلو متر تقطعها السيارة. أكتب مقدار الكلفة اليومية لأجر السيارة كدالة 


A small company for canting cars charges 10 diner a day and 10 fils 
for each kilometer driving. Write the daily cost for renting a car as a 
function of number of kilometers x. Graph the function and find the 
cost for renting a car for one day driving 100 kilometers. 


43( ليكن aae x‏ الوحدات المنتجة ولتكن illa f(x)‏ التكلفة الكلية المعتمدة على X‏ 


أكتب الدالة f(x)‏ والتي تمثل تكلفة ثابتة $100 وتكلفة متغيرة للوحدة الواحدة 
5 إذا كان عدد الوحدات المنتجة أقل من 100 وحدة. f(x) (Jui,‏ تكلفة ثابتة 
0 وتكلفة متغيرة للوحدة الواحدة 54 إذا كان عدد الوحدات المنتجة لا تقل 
عن 100 وحدة. ثم أوجد تكلفة إنتاج 50 وحدة وكذلك تكلفة إنتاج 150 وحدة. 


Let x be number of units produced and le f (x) be the function for the 
total cost. Write the function f (x) in term of a fixed cost of $100 and 
a variable cost of $5 for each unit produced if the number of units is 
less than 100 units. And f (x) in term of a fixed cost of $200 and 
variable cost of $4 for each unit produced if the number of units is at 
least 100 units. Graph the function and find the total cost for 
producing 50 units, and total cost for 150 units. 


| 
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a 6- 1),‏ مقدمة 2 Introduction‏ 
M‏ سيتتاول هذا الفصل مفهوم المصفوفات åa i Matrices‏ المصفوفات 
Matrices Theory‏ من بداية تعريفها Their Definitions‏ إلى M‏ 554 الخاصة 
بالمصفوفات Ali 4 3L 24! «Notation and Terminology of Matrices‏ 
©0056 والمحددات Determinants‏ ومعكوس The Inverse 4454 al)‏ 
ويتضمن الفصل جميع العمليات الجبرية للمصفوفات من جمع وطرح Add and‏ 
Subtract‏ والضرب في ثابت وضرب مصفوفتين .Multiplications‏ وكذلك 
يتضمن الفصل حل أنظمة المعادلات الخطية بواسطة المصفوفات Use Matrices‏ 
to Solve Systems of Linear Equations‏ وسيتض من الفصل العديد من الأمثلة 
Examples‏ والأمظلة التطبيقية Applied Examples‏ وسيتضمن PR‏ في نهايته 
على anell‏ من الأسئلة „Exercises‏ 
يتألف هذا الفصل من المباحث التالية: المبحث 6-2 المصفوفات matrices‏ 
والمبحث 6-3 الجمع والطرح للمصفوفات Addition and subtraction of‏ 
5 والمبحث 6-4 ضرب المصفوفات multiplication of matrices‏ 
والمبحث 6-5 المصفوفة الأحادية (المتماظة) identity matrix‏ والمبحث 6-6 
ضرب المصفوفة في نفسها والمبحث 6-7 قوانين على المصفوفات Rules for‏ 
95 والمبحث 6-8 المحددات determinants‏ والمبحث 6-9 المبدلة 
للمصفوفة Transpose of matrix‏ والمبحث 6-10 معكوس المصفوفة Inverse of‏ 
a matrix‏ وأخيراً المبحث 6-11 حل المعادلة الخطية باستخدام المصفوفات 


-solving system of linear equations using matrices 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ٠‏ 


:Matrices المصفوفات‎ 62| f 
Three Types of من السلع‎ e! 53 لإنتاج ثلاثة‎ firm لو فر ضنا هناك مصنع‎ did 
Two دع , دع والتي تباع إلى اثنان من الشركات المستهلكة‎ , gi وهي‎ 9 

«cy , c; Customers‏ وكانت المبيعات الشهرية مدرجة في جدول رقم )1( التالي: 


Goods 


Customers 


جدول رقم )1( 


حيث يتضح أنه خلال الشهر باع المصنع 5 وحدات من النوع الأول gi‏ إلى 
المستهلك الأول cei‏ وباع 10 وحدات من النوع الثالث وع إلى المستهلك الثاني c2‏ 
وهكذا لقراءة بقية القيم. 

عرض البيانات في هذا. الشكل للجدول المرتب والذي يمثل شكل مستطيلي 
Rectangular Array‏ وإذا تم إلغاء العناوين من الجدول سوف نحصل على 
مستطيل مرتب من الأرقام والذي يمثل المصفوفة Matrix‏ بالشكل التالي: 


4 7 
6 9 10 


وبصورة cale‏ أي مستطيل من البيانات محاط بزوج من الأقواس يدعى 
مصفوفة Matrix‏ ومفردات الأرقام التي تكون هذا المستطيل تدعى بالعناصر 
Elements‏ أو المفردات Entries‏ والمصفو فة تتألف من صفوف Rows‏ وأعمدة 


-Columns 


P | 
i 


r 
| | 
E 
ونعني‎ 22 × 3 Order هذه المصفوفة من الدرجة‎ Gl وبالتالي نقول‎ Columns | 
صفوفها وعدد أعمدتها. ويتضح مما‎ ate هنا حجم المصفوفة من‎ order بالدرجة‎ 
سبق أنه يمكن تعريف المصفوفة كالاتي:‎ 
Matrix: | 


Is a rectangular array of numbers. The numbers are called elements, 
and the general form of matrix, say A, is: 


يتضح أن المصفوفة هي مستطيل من الأرقام الحقيقية المرتبة ومغلقة بأقواس 
كبيرة» وبصورة عامة المصفوفات تعرف بالحروف بالكبيرة مثل A‏ » 8 و0. 
وتعرف درجتها Order‏ بحاصل ضرب الصفوف في الأعمدة «m X n‏ 
ويعرف كل Element paie‏ من عناصر المجموعة بحرف صغير aj‏ ورقمين 
صغيرين الأول 1 يمثل رقم الصف والثاني ز يمثل رقم العمود. 
والتالي أمثلة مختلفة للمصفوفات: 


ae 2 
, B= 10 5 |, C= 2 
2-7 3 l 


&-| 10 p m 3 | 


sua |‏ وتطبيقاتها في العلوم الإدارية NLT‏ 


ويتضح أن ۸ تحتوي على ثلاث صفوف وعمودين وبالتالي فإن درجتها 
Order‏ هي 2 QR 3 x‏ عناصر الصف الأو Elements in First Row J‏ )5 « 
4( وعناصر العمود الأو Elements in First Column J‏ )1 0 4(. المصفوفة. B‏ 
هي مصفوفة Square Matrix 423 ja‏ وذلك لتساوي عدد الصفوف 9 are‏ الأعمدة 
أي أن درجتها order‏ هو 2 X‏ 2. والمصفوفة © تسمى مصفوفة عمودية Column‏ 
Matrix‏ وذلك لكونها تحتوي على عمود واحد وثلاثة صفوف وأن درجتها order‏ 
هو 133 أما المضفوفة D‏ فتتكون من Lad‏ و asd‏ وآأخيرا فإن المصفوفة E‏ هي 
مصفوفة صفية row matrix‏ وأن درجتها order‏ هو 5 × 1 وذلك لكونها تحتوى 
على صف واحد وخمسة أعمدة 
ر cedo‏ ع لات رو اا هة 
وبأشكال محددة كالآتي: 
٠ |‏ المصفوة فة المربعة ‘Square Matrix‏ وهي NA‏ فة التي يتساوى فيها 


aac‏ الصفوف ase y‏ الأعمدة X m jn X n Uis jog‏ ص مقلا 


E 


ويمكن أن نقول أن A‏ من الدرجة n‏ ونكتب A,‏ للمصفوفة المربعة. 


. المصفوفة الصفرية :zero matrix‏ وهي المصفوفة التي جميع عناصرها 
أصفار Sal tle Gli Sa s «Zero‏ 0 وتكتب بالشكل التالي: 


BE 


— المصفو فات المتساوية sequal matrices‏ وهي المصفوفات التي تحتوي 
على نفس العدد من الصفوف والأعمدة أو أن درجتيهما متساوية 2 = 1111111 


وأن كل عنصرين لهما نفس GL S) ad gall‏ متساويين» Wia‏ المصفوفتان 8 و C‏ 
متساويتان equal matrices‏ إذا كانتا كما يلي: 


4 1 
. €= O0 10 
05 


العنا “ 2 القطرية ‘diagonal elements‏ وهي العناصر التي تظهر على 
القطر الرئيسي للمصفوفة والتي ظهرت في ALS‏ الشكل العام للمصفوفة. وهي 
العناصر ره , دده , ... can,‏ أي هي تلك العناصر التي تقع على نفس رقم الصف 
cag‏ مكلا a gles)‏ الضفو فة LUE‏ 


0 المصفو 44 القطرية :diagonal matrix‏ هي المصفوفة المربعة square‏ التي 
يعو ن جميع عناصرها أصفار zero‏ باستثناء عناصر الفطر الر يسي diagonal‏ 
«elements‏ و يمحن كتابة الصا فة القطري ية بالشكل التالي: 


diag (aii a22 en ann) ` 


ومن أمثلة المصفوفات القطريةء المصفوفة B‏ التالية: 


a33=9 «8522 5 » aj = 1 هي العناصر:‎ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ٠‏ 


حيث أنها مصفوفة قطرية من الدرجة 3 × 3 والتي يمكن كتابتها بالشكل 


الآخر التالي: 
B = diag B D ocX wd |‏ 
,)63 الجمع والطرح للمصفوفات: 
Addition and subtraction of matrices‏ . 

يمكن إجراء عملية جمع عدة مصفوفات أو عملية طرح لمصفوفتين إذا كان 
لهما نفس الحجم أو الدرجة the same size or order‏ إذا كانت المصفوفتان 8,۸ 
من نفس الدرجة» ولتكن «m X n‏ فإن مجموعهما 8 + cA‏ ونطلق عليه اسم C.‏ 
سيكون من الدرجة m X n‏ والعناصر نحصل عليها من جمع العناصر المتناظرة 


If A and B are both of the same size or order. Then, the sum A + 8 
is the matrix obtained by adding the elements of B to the corresponding 
elements of A. Similarly, we can obtain A-B 


وسيتم توضيح هذه العملية الواضحة من خلال QUAM‏ التالي: 


p |— 4 3 5 | - 3 2 4 
. LetA = B= , and 
10 7 6 ايه‎ E e | 


1 2 
4 


Find, if possible A+B,B+A,A-B,B-A,A+C,B-C 


يمكن هنا ملاحظة أن درجة order‏ المصفوفة A‏ هو 3 X‏ 2 وكذلك درجة 
المصفوفة Lod B‏ المصفوفة © فإن درجتها هو 2 X‏ 2 وبالتالي يمكننا جمع 


المصفوفة © فلا يمكن ذلك. وبالتالي فإن er‏ كما بلى: 


443 3o 544 7 5 9 


ou m 60 [| -— L[ 14 10 8 
= | 34 2913 9و 5 7 كبك‎ 
= | HOn 236 14 10 8 


ويلاحظ هنا أن A + 8 = 8 + ^A‏ 


Ul‏ عن طرح المصفوفات فلدينا: 


: 4-3 3-2 5-4 1 
A-B- = 
0 10-4 7-3 6-2 6 4 4 
P . 3-4 2-3 | 4-5 -1 -1 4 
B-A : = 
4-10 3-7 . 2-6 -6 -4 -4 


A-B=-(B-A) فإن‎ din 


,)64 12 ضرب = ب المصفو فات ‘Multiplication of matrices‏ 
لتوضيح عملية الضرب سنبدأ بتوضيح عملية ضرب مصفوفة في ثابت ثم 
ضرب مصفوفة صفية في مصفوفة عمودية ثم ضرب مصفوفتين كالآتي: 


6-4-1 ضرب مصفوفة في ثابت ‘Scalar multiplication‏ 

ويعني ضرب كل عنصر من عناصر المصفوفةء ولتكن cA‏ في الثابت 
الحقيقي؛ وليكن cc‏ لنحصل على الناتج بالشكل cA‏ ويمثل مصفوفة من نفس درجة 
المصفوفة cA‏ أما عناصرها فناتجة عن:ضرب كل عنصر من عناصر المصفوفة 


C Cull A 


EAE TNT 


If A is any matrix and C is any constant (scalar). Then, the product 
cA is the matrix obtained by multiplying each element of A by c. 


والمثال التالي يوضح ذلك: 


leB- | 2 5; ;  andecz5,d- سج‎ 


واضح أن ناتج الضربين cB‏ و dB‏ كالآتي: 


20 15 
5 = 10 25 
0 5.0 
4 3 4/5 3/5 
2 = | 2/5 5/5 
0 1/5 0/5 


ويتضح من أعلاه أن عملية الضرب أو عملية القسمة لمصفوفة مع ثابت 
يتم بتغيير جميع عناصر المصفوفة بالضرب أو القسمة على ذلك الثابت. 


6-4-2 ضرب مصفوفية صفية في مصفوفة عمودية: 
Multiplication of a row by a column‏ 


dos d‏ ب ينتج أربعة pl gil‏ من السلع وكل سلعة تحتاج إلى 
عدد من الوحدات الأولية وكما معرف في المصفوفة الصفية «A «row matrix‏ 


| D R N Q 

as] 6 5 4 10 | 

وهذا يعني أن البضاعة D‏ تحتاج إلى 6 وحدات والبضاعة R‏ تحتاج إلى 5 

وحدات والبضاعة N‏ تحتاج إلى 4 وحدات أما البضاعة © فتحتاج إلى 10 

وحدات. وإذا كان كل وحدة من هذه الوحدات المختلفة لهذه السلع هي كما موضح 
في المصفوفة العمودية B «column matrix‏ وهي: 


ev) 
ll 
Q2 Qn CO ن‎ 


فإن كلفة كل وحدة من وحدات D‏ هو 7 وكلفة كل وحدة من وحدات R‏ هو 
8 وكلفة كل وحدة من وحدات N‏ هو 5 LÍ‏ كلفة كل وحدة من وحدات Q‏ فهو 3. 
فلإيجاد كلفة تصنيع هذه السلع الأربعة للمصنع سيكون: 


| b^ 39 
"Costs AB = E 655 4 o | 8 
: 5 
3 
= (6) (7) + (5) (8) + (4) (5) + (10) (3) 
= 42 + 40 + 20 +30 
= 132 


وبالإشارة إلى الأرقام السابقة فقد قمنا بضرب الرقم الأول من المصفوفة ۸ 
في الرقم الأول من المصفوفة B‏ والرقم الثاني من A‏ بالرقم الثاني من B‏ والرقم 
cult‏ من A‏ بالرقم الثالث من 8 والرقم الرابع من A‏ بالرقم الرابع من -B‏ وبعدها 
قمنا بجمع هذه النواتج الأربعة لنحصل على قيمة واحدة هي 132. 


وهذه الطريقة لصيغة الضرب يمكن تطبيقها لضرب أي صف TOW.‏ 35423 
column‏ وهذه الطريقة من الضرب يمكن تلخيصها كالاآتي: 
إذا كان لدينا الصف i‏ من الدرجة م × 1 بالشكل التالى: 
[aii a2 dip]‏ 


ولدينا العمود ز من p X 1 Aa all‏ بالشكل التالي: 


a 
نحصل عليها كالاتي:‎ one value فإن حاصل الضرب هو قيمة واحدة‎ 
bj 
[ai 8i see ai] 1 = dil bij + 02 bj du dip bpj 
bpi 


إذا كانت لدينا المصفوفات التاليى:. 
Given the following matrices‏ 


A= [03 0 4 |. B= 


C= | 10 7 8 4_|,andD= 


| Deicke 7000 


Find AB and CD 
لدينا:‎ AB لإيجاد حاصل الضرب‎ 


0 0 - - : 2 
Fe 114| < -oo«o0«00 
— 5 | =6+0+20=26 


ولإيجاد حاصل الضرب CD‏ لدينا: 


= (10) (2) + )7( )5( + )8( (3) 
+ )4( )6( 


CDs | 10 7 8 4 د‎ 


QN US re N 


= 20 + 35 + 24 + 24 = 103 


ويجدر بنا هنا ذكر الملاحظات المهمة التالية والتي يجب مراعاتها عند 
ضرب المصفوفات وهي: 
1) يجب أن نضع مصفوفة الصف أولاً على جهة اليسار Left‏ ومصفوفة 
العمود على جهة اليمين Right‏ كما في المثال السابق. 
2 بحست أن تون عدد المفردات أو العناصر number of elements‏ في 
مصفوفة الصف تساوي عدد العناصر في مصفوفة العمود كما في 
المثال السابق» ولهذا لا يمكن ضرب AD‏ أو 08 لكونها غير معرفة 


-not defined 


4-6-3 ضرب مصفوفتين ‘Multiplication of two matrices‏ 
يمكن توسيع طريقة الضرب السابق ذكرها لتشمل ضرب المصفوفات التي 

تحتوي على أكثر من صف rows‏ أو أكثر من عمود columns‏ بالاعتماد على 
طريقة ضرب الصف في العمود لتتكرر إلى ضرب صفوف المصفوفة الأولى 
باغ المصفوفة الثائية: | 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


وبصورة cin general Ale‏ افرض لدينا المصفوفة C‏ الناتجة عن ضرب 
المصفوفتين A‏ و 8 بالشكل «AB‏ أي أن «C = AB‏ فإن العناصر elements Cj‏ 
للمصفوفة © هي حاصل ضرب الصف 1 من المصفوفة A‏ في العمود ز من 
di 1, B digi wad‏ فسن اضرب alas y anon] gi cgi y Gad‏ في jill‏ 5 
السابقة يسمى الضرب الداخلي inner product‏ وذلك GY‏ بتكرار عملية ca pall‏ 
ا taal A Magia‏ و loan‏ طن jules‏ ما 
حاصل الضرب ©. مع الإشارة إلى أن عملية الضرب تلك تحتاج إلى الشرط 
التالي وهو أن عدد الأعمدة j‏ في المصفوفة A‏ يساوي axe‏ الصفوف i‏ في 
المصفوفة B‏ وبغير ذلك لا نستطيع الضرب. 

وبالتالي يمكن تلخيص عملية ضرب المصفوفتين yA‏ 8 كالآتي: 


إذا كانت المصفوفة A‏ من الدرجة m X p‏ والمصفوفة 8 من الدرجة X n‏ م 
فإن حاصل الضرب AB‏ وليكن المصفوفة «C‏ هو من الدرجة m Xn‏ وتحدد 
عناصرها بأن يكون العنصر في الصف i‏ و العمود ز من المصفوفة C‏ ناتج عن 
عملية ضرب الصف 1 من المصفوفة A‏ بالعمود j‏ من المصفوفة 8. 
If A is an m X n matrix and B is an p X n matrix. Then, the product‏ 


AB is the m X n matrix whose elements are denied as follows: To find 


the element in row i and column j of AB, single out row i from A and 
column j from B and multiply them using inner product. 


وسيتم فيما يلي توضيح عملية الضرب عن طريق الأمثلة التالية: 
A a |‏ 
Find the product AB and BA, if possible‏ 


4 3 & 
where A = 2 f : 
5:560 and B = 0 2 
4 


EN ERE‏ ف X Jod Egi‏ والاقتصادية” 


0 


يجب علينا أولا التحقق من شرط مساواة ase‏ الأعمدة columns‏ في 
المصفوفة A‏ مع عدد الصفوف rows‏ في المصفوفة 8. 
وهنا قد تحقق Cus ela pil‏ أن ae‏ الأعمدة في ۸ هو 3 وعدد الصفوف 


في المصفوفة 8 هو 3 أيضا ولهذا نستطيع إيجاد ۸8. 
أما عن عملية الضرب فلدينا: | 
> سوف تكون أبعاد المصفوفة اا 


| 4 3 2 1 -1 
Aox3 B3x2 = 5 6 0 0 
4 


nN 


| | 
|_| 
اعم 


EXE : 


B 
Qo 


تم 


I 
D. 
= 


EXT NI 


Bo 
دن‎ 


وهنا نلاحظ أن ضرب الصف الأول في العمودين يعطينا الصف الأول 
للمصفوفة الجديدة» وضرب الصف الثاني في العمودين يعطينا الصف الثاني 
للمصفوفة الجديدة وكما يلي: 


0 ا ا ا‎ 
GXD-(6X0)0)040 HOODOO) 
0 _ e 2x2 


ABox2 = 


. ۸ الصفوف في المصفوفة‎ aac الصفوف في المصفوفة الجديدة يساوي‎ ore 
l .8 وعدد الأعمدة في المصفوفة الجديدة يساوي عدد الأعمدة في المصفوفة‎ 
فلدينا:‎ BA أما عن الضرب‎ 


pened 
1 
شم‎ 
55 
دن‎ 
N“ 


55 
2 A= 5 6 0 

2X3 
3x2 الداخل يجب أن تكون‎ 


متساوي» وهي كذلك بضربها 
أبعاد المصفوفة الجديدة 


(DGD«CDG) OONO DODO .— 
(004096)  (0)(3)+(26)  (0«Q() 
AAS) OHOO — 2*0) 


ولهذا من خلال المثال )4( أعلاه نجد إن المصفوفة الناتجة من ضرب 


المصفوفة A‏ في B‏ أي AB‏ لا تتساوي المصفوفة الناتجة من ضرب 8 في ٠۸‏ | 


والتي هي BA‏ وكما تلاحظ أن أبعاد المصفوفة AB‏ هو 2 × 2 Ld‏ أبعاد BA‏ فهو 
x3‏ 3 ش 

والملاحظة الثانية نلاحظ أن الصف للمصفوفة الأولى يكون ثابت أي نضرب 
جميع أعمدة المصفوفة 8 في صف واحد من A‏ وهكذا لكل صف» ويمكن ملاحظة 
يكون كل عمود ثابت على مستوى العمود فالعمود الأول يضرب بجميع صفوف 
المصفوفة الأولى ومنه يكون عمود المصفوفة الجديدة» فالعمود الأول ينتج منه 
العمود الأول للمضفوفة الجديدة والعمود a‏ للمصفوفة 8 ينتج منه العمود الثاني 
المصغوفة الجديدة وهكذا. 


اضرب المصفوفات التالية © و d iD‏ إيجاد CD‏ و DC.‏ إذا كان Lage YS‏ 


كما يلي: 
Find the product of the matrices C and D, or find CD and DC if C‏ 
and D as:‏ 


SUSCI |‏ وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ˆ 


5 
C1x3 De = we can 
-3x1 = 3 ١ product 
2 الداخل‎ | them (323) 


a الخار‎ 


CD = i (5)(3) + (0) + CD) | 2 


أما لإيجاد حاصل الضرب CD‏ فلدينا: 
Bosse 3‏ 

‘AKA | 3 آم‎ 0 -1 j| 

2 الداخل 


(5G) (500 )5(01( 


DC3xa = | (98) QGX0 (2CD 
QX3) (2)0) (2)(-1) 


19 -5 
DC = 9 0 3 
6 0 2 


ويمكن ملاحظة كيف يؤثر العمود من المصفوفة الثانية © في المصفوفة 
الجديدة DC‏ فإذا كان العمود ies‏ على zero‏ فيكون جميع قيم العمود الجديد 
PEER Lea Zero V‏ يكون هناك عمود إشارته سالبة فيكون العمود 
الجديد جميع قيمه سالبة. ويمكن Laj‏ أن نلاحظ duse tid tage J‏ 
الناتج قيمة واحدة ويكون هناك ثلاث أعمدة وثلاث صفوف وإذا غيرنا ترتيب 


ضرب المصفوفات LS‏ في DC‏ حيث تم احتساب مفردات العمود على أنها صفوف 
ومفردات الصف على أنها أعمدة وكانت النتيجة المصفوفة ADC‏ أبعادها 3 × 3. 


Eos 8 , A فوفات التالية 13 أمكن‎ We a 
Find the product of the following matrices A, B , C, if possible. 


d 2 4 4 3 Lo 3 1 2 
ae -1 3 Box3 = 0 5 C3x3 = 4 5 6: 
| 0 5 4 0 


-I 


لا يمكن ضرب المصفوفات التالية وذلك: 
It is impossible to multiply the matrices:‏ 
AX B : 2n "Pr asl ndun‏ 
لعدم تساوي أعمدة A‏ مع صفوف ee B‏ 
The product AB is not defined‏ 


22 # 3X3 


AX C C صفوف‎ eas A Bac] تساوي‎ adal 


The product AC is not defined 
B *'€ لعدم تساوى أعمدة فو‎ 
3X2 م‎ 3 Wi ce وحار اح‎ | 
The product BC is not defined 


5 6 امصفوفة الأحادية (التماظة) :Identity Matrix‏ 
تدعى الم فة oa‏ بعة square matrix‏ مصفوفة أحادية أو متماثلة إذا كان 


Y 
y 


جميع la palic‏ على diagonal phil‏ يساوي واحد وجميع العناصر elements‏ 
خارج القطر تساوي ا zero‏ والمصفوفات التالية تمثل مصفوفات أحادية 
متمائلة identity matrices‏ للأحجام .2 52% 53 93 Ls‏ يلي: 


1 0 1 0 
0 1 0 1 
0 0 1 


وتعرف المصفوفة الأحادية المتمائلة بالحرف 1 عندما يكون حجمها أو 
ترتيبها معروف بدون غموضء . 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية _ 


افرض لديك المصفوفة A‏ كما يلي: 


EM 


as jl‏ حاصل ضرب AI‏ و 14ء حيث أن T‏ تمثل مصفوفة متماثلة أحادية. 
Find AI and IA, where I denotes the identity matrix‏ 
NS tags es‏ مق NS AISA TA GAT‏ من isis gius] SA‏ 
square matrices‏ لنفس الحجم أو الدرجة. Lary‏ أن A‏ مصفوفة 2 × 2« Q3‏ 
المصفوفة المتماظة الأحادية identity matrix‏ يجب أن يكون حجمها 2 × 2 


ولذلك: 
I= 0‏ 
1 0 0 
Al= PIS 1 0 c(1) + d(0) c(0) + d(1)‏ 
mas 5 O 1 [| | aD-*b(0) a(0)+b(1)‏ 1 
e d‏ 
SÄ‏ : = 


ونفس الشيء Similarly‏ 


[EJE 11: :[- 


وتستطيع الملاحظة من هذا المثال هو عند ضرب أي مصفوفة في مصفوفة 
أحادية لا يحدث تغيير على المصفوفة الأصلية مهما كان حجمها. أو نستطيع القول 


هو أن المصفوفة الأحادية 1 identity matrix‏ تسلك سلوك رقم 1 عند ضربها في 
أي مصفوفة ذات أرقام حقيفية real numbers‏ وهذا هو التبرير نسميه المصفوفة 


الأحادية identity matrix‏ و لأي حجم من الأحجام . وكذلك إذا كانت A‏ مصفوفة 
مربعة square matrix‏ لأي حجم من الأحجام يمكن أن تكون ADEN‏ التالية حفيقة 
بدون أي لبس أو غموض ‏ = 1۸= ۸1 


66 ضرب المصغوفة المربعة Square matrix‏ 9( نفسها (A.A = A?)‏ 
۰ وكذلك نستطيع تعميم ضرب المصفوفة المربعة square matrix A‏ في نفسها 
والتي n lass‏ × . وسوف تكون نتيجة الضرب A.A = A?‏ 


وكذلك ضربها في نفسها مرة أخرى يعطينا ما يلي: 
A.A.A = A?‏ 


ونستطيع الاستمرار على هذه الطريقة إلى أي عدد من مرات ضرب 
المصفوفة فكل مرة سوف تزداد القوى The power‏ واحد. 


| 6-7 قوانين على المصفوفات :Rules for matrices‏ 
سنعرض في هذا المبحث بعض القوانين أو النظريات (بدون براهين) والتي 
يمكن الاستفادة منها لحل الأمثلة والأسئلة الخاصة بالمصفوفات كالآتي: 


1IA+B=BH+A (Commutative law for addition) 
2)A+(B+C)=(A+B)+C (Associative law for addition) 

3) A (BC) = (AB) © (Associative law for multiplication) 
4) A(B+C)=AB+AC (Left distributive law) | 


5)(B+C)A=BA+CA (Right distributive Law) 
6) A (B -C) = AB - AC 
7) (B-C A = BA -CA 
8) a (B + C) = aB + aC 
9)a(B-C)-zaB- aC 
10) (a+b) C = aC + bC 


11)(a- b) C= aC - bC 
12) a (bC) = abC 

13) a (BC) = (aB) C =B (aC) 
14)A+0=0+A=A 
15) A- A20 
16)0-A=-A 

17)A0=0 , 08-0 
18)AI=A , IA=A 


68 الحددات -_Determinants‏ 
تعتبر Cdi aca‏ سن NU ae‏ المهمة في دراسة المصفوفات وفكرة 


المحددات للمصفوفات المربعة square matrix‏ ستعرض LS‏ يلي: 
An important attribute in studying matrix algebra is the concept of‏ 
determinant for a square matrix.‏ 


يرمز إلى المحددة بخطين مستقيمين مثل محدد A‏ هو |۸| أو يمكن أن تمزج 
فقط في أول ثلاث حروف الصغيرة nf, -det (A)‏ بل Scis T Wear‏ 


A المصفوفة‎ 
+ = 
aj 212 
A= 
021 222 


نرمز للمحددة لهذه المصفوفة det (A) sf JA]‏ أو يمكن أن تكتب بشكل كامل 


l " hı doj i. 
i هو‎ order مثلاء 6 ودرجتها‎ 
Ay, an 


ويمكن إيجاد المحددة لهذه gh WH‏ 


det (A) = ay; 822 — 821 a22 


وبصورة عامة لإيجاد à ji aal Basal‏ ع 2 2 فهو حاصل 
ضرب عناصر القطر الرئيسي lala main diagonal‏ منه حاصل ضرب 
عناصر القطر الثانوي cross-diagonal‏ كما تلاحظ من المثال التالي: 


أوحد المحددات المصفوفات التالية Bi yA‏ 


Find the determinants for the matrices A and B, where 


.. الل‎ Ee 


det (A)=1*4-2x3=-2 

det (B) 25X2- (1x 6) =10+6= 16‏ 
أما إذا كانت المصفوفة square matrix day yell‏ ودرجتها 3 × 3. فإن 
حساب المحددة لها يثم بعدة طرق. وأحد هذه الطرق هو إضافة العمودين الأول 
والثاني إلى المصفوفة ومن ثم نبدأ بضرب عناصر القطر الرئيسي وكذلك ضرب 
jale‏ القطرين الأخرى اللذان بعده ونجمعها ونطرح منهما dala‏ ضرب 
مفردات القطر الثانوي cross-diagonal‏ والأقطار الثانوية الأخرى التي قبلها وكما 

في المثال التالي: 


det (A) = 821 822 223 


Be a Ee eae CUP IERI Yi العلوم‎ gil TRAE SEET 


det (A) = (ay, X a22 X a33 + a12 X a23 X 831 + a12 X 321 X a33) 


- (à12 X azı X a33 + ay) X 823 X 831 + 813 X a22 X a31) 


sd‏ المحددات للمصفوفات الثالية: 


Find the following determinants: 


1 0 2 4 0 
A= 3 4 B= 3 4 5 
5 6 2 0 6 
5 08 9 0 0 6 
يك يا‎ OS, Uy UF 
L ee Tei 
det(A)=| 3 Rate ae 4 (1) 40 (2)30 (0 
OMM da ee a 
چے‎ WV JV T—-A ^A. ^A 


det(B)=| 3 4 


det (B) = (48 + 10+ 0) - (0 + 0- 18) = 76 


iis of a matrix 4 المبدلة | للمصفو‎ 6- 9 


البدلة للمصفوفة A‏ هو تغيير صفوف eee‏ أعمدة وتغيير 
برايم). 
Ay => Als and is obtained by interchanging the rows and columns‏ 
of A.‏ 


Find the transpose for: 


As dail 412 At, 8 att: a21 
2451. .:422 y 412. 822 
5: 0 5 2 6 
Bj- 23504 , Bye IS 7 
6 7. -10 0 4-10 


ويلاحظ أن إيجاد المبدلة هو تبديل الصفوف إلى أعمدة وتبديل الأعمذة إلى 
صفوف» ومن aal‏ خصائص مبدلة المصفوفة هو :Properties for transpose‏ 
(AD" =A | i‏ )1 
(A + B! = AT + BT‏ )2 
(AB)! = BÎ AT‏ )3 
وبالرجوع لتعريف المبدلة يمكن تعريف المصفوفة Symmetric Aleid)‏ 
matrix‏ بالشكل التالي: 
إذا كانت المصفوفة المربعة A‏ من الدرجة X n‏ ۸ وکانت A = AT‏ فإن 
المصفوفة A‏ تسمى مصفوفة متماثلة. 


Let A be a square matrix of order n X n. Then, if A = AT, Ais 
called a symmetric matrix. 


21 T 2 1 
for example A = , and since A = 


1 3 I3 


then A is a 

symmetric matrix. 

وكذلك يلاحظ هنا أن ولكل مصفوفة A‏ من الدرجة m X n‏ فإن AAT‏ 
وكذلك ATA‏ هما مصفوفات مثماثلة. 


If A is any matrix of order m X n. Then, AA’ is a symmetric 
matrix, and so is ATA. 


والمثال التالي يوضح ذلك: 


24|. T T 
Let A= Find AA’ and A A 


01 
2 2 
لدينا:‎ geil gill ولإيجاد‎ 
13 
2 4 1202 
A= and AT = 
0 1 34121, 
2 -IE 


E 


3 10 14 3 83 
2 4 14 20 4 19 
0 1 34123 | | 3 4 1 ? 
2 9 8 12 2 8 

ويلاحظ بأن الناتج يمثل مصفو متمائلة 
0 2 


Noe لحن‎ QS 


9. 15. 
È| 15 30 
2X2 


وكذلك فإن الناتج هو مصفوفة متماثلة. 


t2 C N — 


ويتبين من المثال )11( أن استخدام المبدلة طريقة جيدة ومفيدة لكثير من 
التطبيقات لتحويل المصفوفات الغير متماثلة إلى أن تكون مصفوفات متماثلة. 


:Inverse of a matrix معكوس المصفوفة‎ 6.10\, 
وكان بالإمكان إيجاد مصفوفة‎ n مصفوفة مربعة من الدرجة‎ A إذا كانت‎ ۰ 
يقال عندئذ أن‎ AB = BA = 1, من نفس الدرجة بحيث أن‎ B مربعة أخرىء ولتكن‎ 
ويرمز لمعكوس‎ -A معكوس المصفوفة‎ B قابلة للانعكاس. وتسمى‎ A المصفوفة‎ 
A بالرمز‎ bale A المصفوفة‎ 
If A is a square matrix of order n. And if we can find a square. 
matrix of order n, say B, such that AB = BA = I, then we say that A is 


invertable and B is the inverse of A. The inverse of a matrix A is denoted 
by A7. 


Pan ey Dee‏ ل 
1( يعرف المعكوس فقط للمصفوفات das yal)‏ 


Inverse matrices are defined for square matrices only. 


.۸ معكوس للمصفوفة‎ Lead هي‎ B معكوس للمضفوفة 8 فإن‎ A إذا كان‎ (2 
If A is the inverse of 8 then 8 is the inverse of A. 
قابلة للانعكاس.‎ A يقال بأن‎ Mate معكوس‎ A كان للمصفوفة‎ 19 (3 
If A has an inverse then we say that A is invertable. 

4( إذا كان للمصفوفة A‏ معكوس فهناك معكوس dal‏ فقط. 
If A has an inverse then it is unique.‏ 

5( ليست جميع المصفوفات المربعة لها قابلية الانعكاس. 
Not all square matrices are invertable.‏ 
ويمكن على ضوء الخصائص والملاحظات أعلاه إعطاء فكرة عن 353 
معكوس لمصفوفة معينة أم لا والمثال التالي يوضح ذلك. 


2 a 0 3 5 à 
A= | معكوس للمصفوفة‎ B= | هل أن‎ 
ep. 12: 
Jak وكتاك‎ AB للإجابسة على هذا الشتاول غلينا إيجاد خاضتل الضرب‎ 
B كرون‎ gh A Mite T? Ab cas] كان كلاهما مساويا إلى‎ Gly BA. Gi) al 


وبالتالي فإن 8 هو معكوس ۸ وكذلك فإن A‏ هو معكوس B‏ 
معكوس المصفوفة cA day yall‏ والذي يرمز له بالرمز AT‏ يمكن إيجاده 
بعدة طرق وأحد أهم هذه الطرق والتي سيتم ذكرها هنا هي: 


oA)‏ _ در 
det( A)‏ 


وتمثل قسمة Us‏ يسمى بالمصفوفة «Adjoint matrix Aiil yall‏ والتي يرمز لها 
بالرمز «adj(A)‏ على محدد المصفوفة «determinant‏ والذي يرمز له det(A)‏ أو 
إها. ويجب الإشارة إلى أنه يوجد للمصفوفة معكوس إذا لم تكن المحددة Í jina‏ 
ويعني ذلك أن AT‏ موجود إذا كان ±0 [AL‏ 

وهنا ولإيجاد المعكوس فإن det(A)‏ أو JA]‏ تم تعريفه ia‏ أما adj(A)‏ 
فيجب علينا توضيح هذه المصفوفة قبل الدخول في إيجاد المعكوس كالآتي: 

لإيجاد adj(A)‏ لمصفوفة A‏ من الدرجة 2 × 2 فإن هناك طريقتان هما: 


1( استخدام الطريقة السريعة وكما يلي: 


A= A, d, adj(A) = 5 - ورك‎ 


dı ay “a A 
ويتضح من ذلك أن هذه الطريقة تعتمد على تغيير مواقع عناصر القطر‎ 
«Cross diagonal وتغيير إشارات عناصر القطر الثانوي‎ main diagonal الرئيسي‎ 
ويلاحظ هنا بأن هذه الطريقة مناسبة لمصفوفة من الدرجة 2×2 فقط.‎ 


Find the inverse matrices for: 
a, 0, 
a) A= 


hı Ay 
2 AVIS adj(A) سنقوم بحل هذا المثال باستخدام الطريقة السريعة وإيجاد‎ 


a ~a 
adj(A) = 22 12 


Taa 0,4 


staat |‏ وتطبيقاتها قي العلوم الإدارية ولات اتی 


BENED aL LLL AOE IEEE I ADE OO ACO A A A I 


Ul‏ عن det(A)‏ فلدينا: 


det(A) = a1; a22 — 412 821 


وبالتالي فإن المعكوس AT‏ يمكن إيجاده ليكون: 


4 _ adj(A) | 1 an 7 42 


` det(A ` [a.a — ad | 
( ) La, 22 1221 — d, Gi 


3 4 
b) B=‏ 
8 10 
وباستخدام الطريقة السريعة السابق ذكرها لدينا: 
adj(B)=| `‏ 
4 10- 


det (B) = (4) (8) - (3) (10) = 32-30 =2 
هو:‎ B^ وبالتالي فان‎ ' 


gi 240) 1|8-3| | 4 -2 


det(B) 2 -10 4 L5 7 


2) استخدام الطريقة المطولة وكما يلي: 


3 1 _ adj(A) adj(A) = L + jy" ^, 


A, =(-b™ = +d 


21 8» 


0 المصفوفات 


تكون الإشارة موجبة لكون مجموع ((+) زوجي أما إذا كان فردي فسوف 
تكون سالبة وكما في A12‏ 


142 
يبك‎ = (-1)* = 70$ 
dı foo 
u %2 
ريك‎ = (51) 95 = 705 
2i 57 ' 


ريك - ورك + 


adj( A) = 


75 ay 


الآن نرجع المبدلة إلى المصفوفة لتكون المصفوفة المرافقة LSS y‏ يلي: 


0 ~a 
adj(A) = 22 21 


Taz? ay 


det (A) = aj; a22 — 821 a12 


Find the inverse matrices for: 


3 
a)B= 


8 10 
ولقد تم إيجاد معكوس هذه المصفوفة باتباع الطريقة السريعة 9 uhay US‏ 
ذلك في المثال (13) السابق. 
أما الآن فسنقوم بإيجاد معكوس هذه المصفوفة مرة ثانية وباتباع الطريقة 
المطولة وكما يلي: 
1 


5 B =f) 


[adj(B)] 


det (B) = (4) (8) - (10) (3) 22 
adj(B) = (4) ' Bij)" 


B, = CD” =+8 


10 8 

B, = (1)? = -10 
4 

B scq | - +4 


d)C=| -1 0 3 


det (C) = 


det (C) = (0 +0 + 0) — (0 12-2) = -10 


adj (C) = [C Cjj 


0 3 
Cı = 1? 


22 


Ca =D? | = -)-2( =2 
0 2 
C4 =(-1) | = +)-2( = -2 
0 2 
1 0 
Cy, = (-1)° =-2=~-2 
2.2 
2 0 
Cy = (Dt - +4 - 4 
0 2 
za 
C = (D° = -4 = -4 
0 2 
10 
C, = (-1)* =+3=3 
0 3 
2 0 
Cy = (-1y =-6=-6 
-1 3 


Cus |! > | aper 


T 


adj(C)=| -2 4-4 | = 2 4 -6 


-6-2 3 
setu bosque 
—10 
-2 -4 1 
234 
c) D= 431 p'- E. cadib 


det(D) 


det (D) = (24 + 3 + 32) - (12 + 4 + 48) = -5 
adj(D) = [C9 Dj] 


3 
D, = ED - 410 D, = (-1y =-15 


D,, = (-1y --5 D, = (1 


: 
Dy = c» x يرط‎ = )-1(" 


SEG |‏ وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ٠‏ 


2 4 
Dy = -1 = 4 
41 


T 


10 -15 -5 10 -4 -9 


ad(D)-| -4 4 -1 = | -15 4 14 


-9 14 6 -5 -1 6 
10 -4 -9 
Fe -15 4 14 
= 3 
و‎ I 6 
237 2 i 


det (E) = (-3) C6) - (9) (2) = 418 18 20‏ 
لا يمكن إيجاد المعكوسة للمصفوفة E‏ وذلك لكون المحددة لهذه المصفوفة 
تساوي صفر. ` 


_ adj(F) 
` det(F) 


e)F=| 4 4 6 F! 


def (F) = 4 a4 Ê6 Ê4 4 
2 


det (F) = (12 + 36 + 12) - (36 + 12 + 24) = 0‏ 
لا يمكن slay‏ المعكوس لهذه المضفوفة لكون محددتها تساوي صفرا. 


وفي نهاية هذا المبحث لا بد من الإشارة إلى أن من أهم خصائص معكوس 
المصفوفة هو: 
D(Ab!zA‏ 
(AB)! = BAT‏ )2 


| 6-11 حل المعادلات الخطية باستخدام المصفوفات: 
Solving system of linear equations using matrices‏ 
يجب الإشارة في بداية هذا المبحث وقبل Casall‏ عن حل نظام المعادلات 
الخطية باستخدام المصفوفات هو الحديث عن تحويل الأنظمة من المعادلات الخطية 
من الشكل العام المتعارف عليه إلى أن تكون بشكل يستخدم المصفوفات كالآتي: 
افرض أن لدينا m‏ من المعادلات الخطية Linear simultaneous equations‏ 
ولدينا n‏ من المتغيرات variables‏ أو المجاهيل unknowns‏ بالشكل العام لنظام 
المعادلات الخطية edis System of linear equations‏ 


811X1 + 31252 +... AtnXn = bi 


a21X1 + 32272 +... A2nXn = bz 
Am1X1 + am2X2 + eee AmnXn = bia 


:can be written in the form والذي من الممكن كتابته بالصيغة التالية‎ 


حيث أن 
Ay, Ap Ain x, b,‏ 
Ay, an a, X» b,‏ 
A= 2 , X= , and b=‏ 
am Ang "es Finn mxn X, nxi m Imxi‏ 


ويلاحظ هنا أن المصفوفة A‏ تسمى مصفوفة المعاملات coefficient matrix‏ 
وكا تسمى مصفوفة المتغيرات b Lol cvariable matrix‏ فتسمى مصفوفة الثوابت 
-constant matrix‏ 

وإذا كان ase‏ المعادلات n.‏ مساوياً لعدد المتغيرات (المجاهيل)  as sd‏ هناك 
حل للنظام» والذي يمكن إيجاده bay‏ طرق لحل المعادلات باستخدام المصفوفات 
سوف نتناول في هذا المبحث طريقتين فقط. 
If # (equations) = # (variables) then the system has a solution that‏ 


can be found using many methods to solve the system of equations using 
matrices, and we will consider just two of them. 


1( حل المعادلات باستخدام طريقة معكوس المصفوفة والتي سيتم تناولها في 
الفقرة 6-11-1 القادمة. 

2( حل CNL eal‏ باستخدام ظريقة كرامر والتي سيتم تناولها في الفقرة 
Judil 6-11-2‏ — ^ 


Ja 6-11-1‏ المعادلات باستخدام طريقة معكوس المصفوفة: 


Solving system of linear equations using the inverse 


13 كان AX=b‏ نظاماً للمعادلات الخطية المكون من n‏ من المعادلات ng‏ 
من المتغيرات» بحيث أن 0 || فإن للنظام حل وحيد وهو: 


X-2A!b 


variables, such that |A| # 0. Then, there is a unique solution for this 
system, which is: 


If AX = b is a system of linear equations for n equations and n 


X-2A!b 


حل المعادلات التالية باستخدام طريقة معكوس المصفوفة: 


Solve the following systems of equations using the inverse method: 


a) 2X + 8Y = -4 
X+3Y=5 


علينا أولاً كتابة النظام أعلاه بطريقة المصفوفات بالشكل AX = b‏ كالآثي: 


2 8 x -4 


1 3 y 5 


ym. x = 26 فان‎ c , 


det (A) = (2) (3) - )1( (8) 2 -2 
T 
= dig 
adj(A) = = 
-8 2 a 
n sd adj(A) 
deta) ^ | 
eq o ux x | 
اا سد‎ a S l 
3 -8 Ril 
du A z 
Esc E Doel | | 
2 
3 1 
a=, 
-4 26 
X-A!b- 1 - 
| 5 2 
2 


b) 2X; + 4X) + X3=77 
4X, + 3X5 + 7X3 = 114 
2X, + Xo + 3X3 = 48 

وبتحويل النظام إلى الشكل AX =b‏ لدينا: | 

2 4 1 x 77 


43 7|| x, |=| 114 


2 1 3 a 48 
وبالتالي فإن:‎ 
2 4 1 
A=| 4 7 
2 1 3 


وباتباع الخطوات السابقة لإيجاد A!‏ فإن: 
5/2 11/10- 1/5 


At=| 1/5 2/5 -1 


وأخيرا فإن: 


= 1/5 2/5 -1 114 |=| 13 


—————————————  — 


وهذا يعني أن: 10 = X325 0532213 (xi‏ 


6-11-2 حل المعادلات باستخدام طريقة كرامر: 
Solving system of linear equations using Cramer’s Rule:‏ 


13 كان AX = b‏ نظاماً للمعادلات الخطية المكون من cyan‏ المعادلات ng‏ 
وكوف يعدن 0 |۸| فإن للنظام حل وحيد هو: 


ELIS‏ نك 


' det(A) ' 
i هي محددة المصفوفة الناتجة من إبدال عناصر العمود‎ det(A) حيث أن‎ 
If AX = b is a system of linear equations of n equations and n 


variables, such that |A| # 0. Then, the system has a unique solution, 
which is: 


= det) 
'  det(A) 


i=1,2,3, 


where det(Aj) is the determinant of a matrix obtained by 
interchanging column i by the column b. 


ugs‏ بطريقة كرامر Cramer’s‏ يتطلب إيجاد محددات NEN,‏ معاملات 
المتغيرات عددها بقدر عدد المتغيرات زائد واحد. تكون المحددة الأولى هي التي 
تعتمد على معاملات المتغيرات جميعها أما المحددات الأخرى فمخددة كل متغير 
يتم باستبدال معاملات ذلك المتغير بالثوابت للمعادلات. 

وفي حالة كون lad‏ المحددة الأولى والتي تعتمد على معاملات المتغيرات 
جميعهاء وهي det(A)‏ صفراً فإننا نتوقف عن Jal‏ لعدم وجوده بواسطة طريقة 
كرامرء Lud‏ إذا كانت جميع المحددات تساوي صفراً فهناك عدد غير محدود من 
الخلول: 

ولتوضبيح هذه الطريقة سنقوم بحل المصفوفات السابقة والتي تم حلها في 
المثال (15) السابق بطريقة كرامر هذه المرة. 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية Rehabil‏ 


a‏ حل المعادلات التالية باستخدام طريقة كرامر: 
Solve the following systems of equations using Cramer’s Rule:‏ 
a) 3X - Y =2‏ 
X+Y=5‏ 


وبتحويل النظام إلى الشكل AX =b‏ لدينا: 


والخطوة الأولى هنا هو إيجاد Gus «det(A)‏ أن A= Jes‏ كالاتي: 
1[ 1 
det (A) = 3) (D - (1) Cl) 24‏ 


وهذا يعني وجود حل لهذه المعادلات باستخدام طريقة كريمر وذلك لكون 
المحدد الرئيسي الذي يعتمد على معاملات المتغيرات جميعها لا يساوي صفر بل 
يساوي 4. وهنا نستمر بإيجاد المحددات الأخرى لكل متغير محددة وذلك بتغير 
معاملات ذلك المتغير في عمود الثوابت وكما يلي: 


det(A,) = et i K تم تغيير معاملات‎ 
Sai T a onm A 
det (A) = (2) (1)- (5) (-1)=7 


2 3 
تم تغيير معاملات det(A,) = Y‏ 


15 
det (A5) = (3) (5) - (1) (2) = 13 


وبالتالي فإن قيم المتغيرات حسب صيغة yay S‏ التي هي كما يلي: 


x = 98A) š "ud , jal 
det(A) 4 4 
b) Xı - Xo + 0X3 = 3 
2X =X + 2X3 med 


3X, + X2 + 0X3 - 3 ; 
لدينا:‎ AX =b وبتحويل النظام إلى الشكل‎ 


| المحددة الرئيسية: 


det(A)2| 2 -1 2| =4 


det (Ai) - 


det (A2) = 


det (A3)=| 2 -1 -2| =2 


3 1 3 
ولذلك فإن قيم المتغيرات هو كما يلي: 
_det(A) 0‏ 

det(A) 4 

det(A,) 2 
X,= == 

det(A) 4 
ya dA) 21 

det(A) 4 2 


c)2X -3Y «Z2 5 
X+2Y-Z=7 
3X -9Y +3Z=4 


وبتحويل النظام إلى الشكل AX =b‏ لدينا: 


x 5 
jud Y |=| 7 
ee FZ ee 
12 18 -9 
TA “A A چے *0 چے‎ 
2-. a9 p. 29 3 
det(A) = Lo» cde E قن‎ 
6 9 3 6 - 
ی چ چ چ‎ eS 


| Saas 


det (A) = (12 + 18-9) -(12 + 18-9) 20 


وهنا نستطيع أن نقول أنه لا يوجد حل لهذه المعادلات باستخدام طريقة 
كرامر MS‏ لكون المحددة det (A) = 0 Agus pl‏ 


٠‏ كل الأسئلة Agar‏ حسب ب نوعية السؤال من جمع أو طرح مصفوفتين أو ضرب 
المصفوفة في ثابت للأسئلة (4-1): 


Perform the indicated operations and simplify: 


: 
2-3 5 
355 
1) 4 2-4|-4 0 6 
1 6 
3 1 -3 
435 0-3 4 
3) 
-265 2: deo 
$2 25] 


حدد قيم المتغيرات للمصفوفات المتساوية A‏ للأسئلة )8-5(: 


Determine the values of the variables:. 


1+1 2 3 2x-1 t+] 3 


= 5 w-2 3 
0 5 -1 
w-4 1 —y 


aill (9‏ التطبيقي : مصفوفات (Production matrices) c Uy!‏ : 
ae‏ والنساء والرجال. إمكانية الإنتاج (بالألف) لخطة عمان LS‏ موضح 


A shirt firm makes Red, black, isi white shirts for children, 
women, and men. The production capacity (in DE at Amman plant 
is given by the following matrix: 


Men's Women's Children's 


20 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية So‏ 


أوجد معكوس المصفوفة إن أمكن للأسئلة (25-23): 


Find the inverse matrix of the following matrices. If possible or if it 


exists: 

-1 03 

1 -2 
23) A 24) B 0 41 

-3 2 
2-30 

310 

25) 204 

3-42. all 


:(29-26) حل المعادلات التالية باستخدام طريقة كريمر للأسئلة‎ 
Use Cramer’s vale to solve the following system of equation: - 


26) 2X, -X)-3=0 3335-790 
3X + 2X, -1 =0 4X, + 5X5 = 14 

28) 3X, - 2X3 + X4 - 4 29) -X + 2X3 + 5X4 = -5 
2X;,-3X5— X520 3X, + Xo - 2X3 =9 


Xj Ko + X3=-1 2X, - Xo + X3=2 


30) 2X, - 4X; = 3 31) 3X1 -2X2-4=0 
3X, SK = 1 -4X +3X.+5=0 
32) Xı Xa + X322. 33) 2X1 - X2 - X423 
-Xi + Ko +K =4 Xı -2X2 + X326 


Xi + X2 - K3 =0 . XK + Ko - 2X; = -3 


EERIE NAD LE tt ie ير‎ ea 
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Ag 
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The D eilvatives and 
its applications 


‘Introduction ate 71|‏ | 
سنتتناول في هذا الفصل أحد أهم المفاهيم الرياضية ألا وهي المشتقات 


Derivatives‏ بجمیع أنواعهاء وتبدأ الدراسة من عملية تعريف مفهوم المشتقة للدالة 
إلى قواعد الاشتقاق اللازمة لحساب المشتقات لبعض من الدوال المعروفةء ثم 
نشرح التفسير الهندسي geometric interpretation‏ و التطبيقات العملية applied‏ 
examples‏ لمفهوم المشتقة. 
وكذلك سنتناول بحث وإيجاد المشتقات لجمع وطرح الدوال وكذلك المشتقات 
المرفوعة إلى قو ى Derivatives of power functions‏ ومشتقات الضرب والقسمة 
وأيضاً cuti ota‏ الدوال الأسية واللوغاريثمية. وكذلك سنتثناول تطبيقات التحليل 
الحدي ومنها الكلفة الحدية marginal cost‏ والعائد الحدي marginal RE‏ 
وكذلك الربح الحدي marginal profit‏ وكذلك سيتضمن الفصل العديد من الأمثلة 
examples‏ والأمثلة التطبيقية applied examples‏ و taal‏ سيحتو ي الفصل في 
نهايته على العديد من الأسئلة .exercises‏ 
وبذلك فإن هذا الفصل سيتضمن المباحث التالية: المبحث 7-2 المشتقة للدالة 
The Derivative of a function‏ و ا 7-3 التحليل الهندسي Geometric‏ 
iol‏ 1 و المبحث 7-4 scl i‏ الاشتقاق Derivatives Rules‏ و المبحث 5- 
7 الجانب التطبيقي للمشتقات: التحليل الحدي Applications for the Derivatives:‏ 


-Marginal Analysis 


2 المشتقة للدالة The Derivative of a function‏ : 
تعتبر المشنقة A Mall derivative‏ من المفاهيم الرياضية المهمة والأوسع 
استخداماً في الدراسات المختلفة وفي الدراسات الاقتصادية خاصة» وقد تطرقنا في 


| الزياهنيات (GR‏ في العلوم الإدارية LA,‏ 


الفصول السابقة إلى ميل الخط المستقيم Gills The slope of a straight line‏ تم 
تعريفه كنسبة تغير المتغير المعتمد y‏ على نسبة تغير المتغير المستقل X‏ وحدة 
واحدة» والذي یرمز له بالرمز cm‏ ويمكن تعريفه كالآتي: 


m = slope = e 
Ax 


X المتغير المستقل‎ Lad يمثل مقدار التغير في‎ Ax ro) us 
yo يمثل مقدار التغير في قيمة المتغير المعتمد‎ Ay 

أما 4 فهو الحرف الإغريقي الذي يشير إلى مقدار التغير والذي يسمى دلتا 
delta‏ 
٠7‏ ا KG cl E ciues ad eec‏ 
النهاية limit‏ لمعدلات التغير وبواسطتها يمكن Aul ja‏ الحساسية التي تتأثر بها الدالة 
عندما (ky‏ أي تغيير على المتغير المستقل × فمثلاً من مصلحة رب العمل أن 
يعرف التغير في عدد وحدات البيع عندما يتغير السعر. وهناك العديد من الأمثلة 
التي aai as‏ على تطبيق المشتقة ومنها الزيادة في كلفة الإنتاج نتيجة الزيادة أو 
التغير في الوحدات المنتجة أو التغير في الأعداد السكانية مع التقدم في الزمن كما 
سيتضح من خلال المثال التالي: 


لفتقرة عشر سنوات )2000-1990( وجد أن الدالة التالية للزيادة السكانية 
تصح للسكان في العراق وهي كالآتي: ‏ 
P(t) = 1 + 0.02 t + 0.002 ©‏ 
حيث أن م هو عدد الملايين millions‏ من السكان. 
وأن ‏ هو مقياس السنين year‏ 

.1998 أوجد نسبة زيادة النمو السكاني للعراق منذ بداية‎ 
During the 10 year period from 1990 to 2000, the Iraqi population 
was found to be given by the formula. 


P(t) = 1 + 0.0 t + 0.002 


لإيجاد نسبة النمو السكاني للعراق في السنة 1998 والتي تعني 8 Ule t=‏ 

إيجاد التغير أو الزيادة في قيمة م بين 8 = و 46 + 8 t=‏ كالآتي: 
At = p (8 + At) — p (8)‏ 

= [1 + 0.02 (8 + At) + 0.002 (8 + A^] — [1 + 0.02 (8) + 0.002 (8)7] 

= 0.052 At + 0.004 (At? 

وهذا يعني أن معدل نسبة sail‏ السكاني لهذه الفترة الزمنية يمكن حسابه كما 

Ap 

— = 0.052 + 0.004Ar 

At 


ash,‏ الغاية أو النهاية Leste limit‏ 0با نجد أن: 


lim AP. = lim (0.052 + 0.004Ar) = 0.052 
Ar30 Af Aro 


ولذلك وعند بداية السنة 1998 نسبة النمو السكاني في العراق هو 0.052 
مليون لكل سنة»ء أي أن العدد هو 52000 لكل سنة. 
نسبة التغير في السكان للمثال السابق هي حالة واحدة من مشنفة الدالة والتي 


سنقوم الآن بتعريفها كالآتي: 


:Derivative definition تعريف المشتقة‎ 
Doo] Gee ع حجان‎ 16) BA ss cdi 

«AX تغيرا طفيفاً مقذانه‎ Sal x تقاط هذا المجال وتجعل المتغير‎ gaa} ja a, 
ضمن المجال المفروض. عند‎ x + Ax بمعنى آخر؛ ننتقل من النقطة × إلى النقطة‎ 
ويكون التغير الذي طرأ على قيمة‎ AHA) إلى‎ fG) ذلك تنتقل قيمة الدالة من‎ 
f(x) ونرمز لها بالرمز‎ cx وأن مشتقة الدالة في النقطة‎ FAx) — f(x) الدالة هو‎ 


: قي‎ A 
و ا‎ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدازية والاقتصادية ˆ 


Ay 
f (x) = lim às 
-lim f(x Ax) - f(x) 
Arao, Ax 


let the given function y = f(x) be well defined and continuous on a 
given interval. Then, the derivative of y with respect to x, denoted by 


f(x) of ay , is defined t be: 
dx 


toy O _ Or Ax) - f(x) 
fo 25 lim اعت‎ a 


فإذا كانت النهاية موجودة قلنا أن الدالة ALU f(x)‏ للاشتقاق في نقطة أو في 
dies diss‏ 

وعادة ما يطلق على طريقة إيجاد المشتقة بالشكل أعلاه هو إيجاد المشنقة 
بطريقة التعريف .finding the derivative by definition‏ 

وكذلك تعرف المشنقة باسم المعامل التفاضلي differential coefficient‏ 
وعملية حساب المشتقة للدالة تدعى التفاضل «differentiation‏ 

ويلاحظ أن هناك أسماء عديدة لمشتقة الدالة f(x)‏ ويرمز لها بالرموز التالي 


following symbols 


4 dy d d / 
ا‎ Bend: د‎ ym ; i , Df , and D, 
di d d ) po f, y f, and D,y 


y وجميع هذه التعريفات والرمؤز لها نفس المعنى والمتمثل بمشتفة المتغير‎ 
-The derivative of y (or f) with respect to x .x بالنسبة للمتغير‎ (f 3) 
C أنه مشتقة الدالة © أو المتغير المعتمد‎ ERU SER NE OE 
a : 


as jl‏ المشتقة f(x)‏ بطريقة التعريف للدالة: 
f(x) = 4x? - 3x +4‏ 
وقدر dag‏ المشئقة عند X=-3 aix=3‏ 
Find f(x) for the above function and evaluate f (3) and f'(-3)‏ 
بالرجوع لتعريف المشتقة GS y‏ رأينا تطبيق ذلك في المثال )1( السابق لدينا: 
f(x) = 4x? - 3x + 4‏ 
f(x + Ax) = 4 (x + Ax -3 (x + Ax) + 4 |‏ 
وبالتالي فإن: 
f(x + Ax) - f(x) = [4 (x + Ax? - 3 (x + Ax) + 4] - (4x? - 3x + 4)‏ 
8x Ax + 4 (AX)? —3K- 3Ax 442 AR 43K 54‏ + 4% = 
8x Ax - 3Ax + 4 (AX)‏ = 
وبالقسمة على Ax‏ نحصل على: 
Ax)— fx) _‏ يت ل 


8x—-3+4Ax 
Ax 
f(x) نحصل على المشتقة‎ Ax0 Laie limit النهاية أو الغاية‎ 3 ab, 
كالاتي:‎ 
۶) = lim 549 - 69 ملم‎ 
Ax0 Ax 


وجن قيمة المشتقة عندما 53 ix‏ عندما 3- = × لدينا: 
f(3) = (8) 3)-3 =24-3=21‏ 
f(-3) = (8) (-3) -3 = -24 -3 = 7‏ 


| 
l 
i 
| 
| 
| 
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| \73 التحليل الهندسي :Geometric Interpretation‏ 
. لاحظنا في المثال )1( عندما يكون المتغير المستقل في الدالة y = f(t)‏ يمثل 
الوقت Time‏ في المشنقة 4 تعطي نسبة تغير rate of change y‏ وكما في 
المثال )1(« P = f(t)‏ يمثل الحجم السكاني للتغير في الوقت من سنة إلى أخرىء 
إذن P‏ يعطي نسبة الزيادة في حجم السكان؛ وبنفس أسلوب هذا التطبيق 
للمشنقات «derivatives‏ هناك استخدامات هندسية حقيقية geometrical‏ 

significance‏ للمشتقات. 
افرض أن و B‏ هما نقطتان Two points‏ ولتكن احداثياتهما f(x))‏ و (x‏ 
f(x+Ax)) 5‏ و (x + Ax‏ على رسم الدالة y = F(X)‏ 

وبالتالي فإن النسبة والتي تعرف كما يلي: 


Ay _ هط جم)/‎ fO) 
Ax Ax 


تمثل ميل الوتر US, «slope of chord AB‏ يقل طول الوتر chord‏ وتقترب 
النقطتان 8 و A‏ من بعضهما يصبح الوتر Ly i chord‏ مماس «tangent‏ أي Laie‏ 
Ax0‏ يكون ميل slope of chord à 9l‏ قر G ara las bi‏ إلى ميل المماس 
the slope of the tangent line‏ عند النقطة -A‏ 


لذلك: 
lim AY. = dy‏ 
Aà>0 Ax dx‏ 


بمثل ميل خط المماس tangent line‏ للدالة y = f(x)‏ عند النقطة A‏ 
بالإحداتيات fo)‏ , »). لاحظ الشكل )1( فكلما كان منحنى الدالة Ly By = f(x)‏ 
من الاستقامة smooth‏ عند النقطة «A‏ عندها نستطيع رسم مماس غير عمودي can‏ 
draw a nonvertical tangent‏ عند النقطة A‏ وتكون الغاية قد تحفقت the limit‏ 


. will exist 


الأوتار 
chords‏ 


1 
1 
i 
I 
f 
f 
1 
| 
EUN 
y 
L 
I 
t i 
I 
1 
[= Sep oe ee | 
i : t 
Ax 
1 I 
I I 
I 1 
1 1 
i Tangent 
I t 
a 
I 1 


الشكل رقم )1( 
المعنى الهندسي للمشتقة 


را مثال 3 


أوجد ميل المماسن ومعادلة خط المماس لرسم الدالة fx‏ = ۲ عند النقطة 


lcd te 
Jic 2 | وكذلك النقطة‎ (0.4 
(5g) um ats, (9 4) 


Find the slope of the tangent and the equation of the tangent line to 
the graph Y = x at the above points. 


لدينا الدالة المعروفة fG) 2 4x‏ وباستخدام تعريف y‏ شتقة نجد أن PER y‏ 
هي : 


1 


24 x 


fix) = 


i 
| 
Tw 

n 


| 
| 


وعندما 9= x‏ فإن: 


ولهذا فإن ميل المماس slope of the tangent‏ عند النقطة )4 « 9( هو ; 
ولإيجاد معادلة المماس نستطيع استخدام معادلة أو صيغة النقطة والميل. 


To obtain the equation of the tangent line, we can use the point — 
slope formula as follows: 


y-yi2m(x-x) !‏ 
£6 1 ^ 5 
وحيت أن الميل (xi ,y)7(9 « 4) ou mc‏ لاحظ الشكل رقم )2( 
asi,‏ المعادلة كالآتي: 


1 
-42-(x-9 
y "is: ) 


وهي معادلة المماس المطلوب. 


(3 6 9 D 518 


الشكل رقم )2( 
رسم معطيات المثال (3) 


کے لد 
afi Oe)‏ 
3 9 


USN) Jay m, -Ż ا‎ B 2) Stade هنف‎ cutee cubos, 
أعلاه.‎ (2) 


ومن صيغة معادلة النقطة و الميل am from the point — slope formula‏ أن 
المعادلة المطلوبة هي: 


3 4 
—-— = )س‎ 
y 6 zi 9! 
xri. 
"18 3 8 
DUM 
73 


وتمثل معادلة المماس المطلوبة عند النقطة 3 (s‏ 
|74 قو اعد الاشتقاق :Derivatives Rules‏ 
لاحظنا أن استخدام طريقة التعريف لإيجاد مشتقة الدوال تتضمن العديد من 
الخطوات والتي تكون غالبيتها ضعبة التعامل وتحتاج إلى الكثير من العمليات 
الجبرية. وللتغلب على مثل هذه الصعوبات في ola‏ مشتقات: الذوال» Lan pond. y‏ 
البسيطة والأكثر استخداماً والأسهل تعاملاً منهاء هو استخدام ما يسمى بقواعد أو 
قوانين الاشتقاق derivatives rules‏ هذه القواعد أو القوانين هي في الحقيقة 
نظريات لها براهين محددة لن يتم الدخول في تفاصيلها في هذا الكتاب» وذلك لأننا 
نود التأكيد في هذا الكتاب على تطبيق هذه القواعد والاستعانة بها لإيجاد المشتقات 


wu 


i 


go >is‏ الدخول في التفاصيل الرياضية البعيدة عن هدف الكتاب في الوقت 
وسيتم عرض هذه acl sill‏ بالشكل البسيط التالي: 


:Let y = c, then 7 = zero مشتقة الثابت تساوي صفر‎ (1 

وهذا واضح lap‏ من التحليل الهندسي لرسم الدالة الثابتةء حيث أنه Laie‏ 
يكون 7 ثابت فسوف يكون المستقيم موازي إلى الإحداثي السيني X-axis‏ وهذا يعني 
أن ميله يساوي صفر. وبما أن المشتقة هي الميل فلذلك فإن المشتقة للثابت هي 
صفر. 
2( مشتقة أو صيغة القوة أو الأس :The power formula‏ 


d 
Tet y =x", then = = nx"! 


x 

وذلك يعني أنه إذا كانت قوة المتغير x‏ كمية ثابتة positive constant Ai sa‏ 

71 نطرح واحد من sill‏ 8 إلى المتغير x‏ ونضرب المتغير × في القوة قبل طرح 
الواحد. 


We decrease the power of x by 1 and multiply by the original 
exponent of x. 


والمثال التالي لتوضيح ذلك: 


أوجد مشتقة الدوال التالية: 


Find ° for the following: 
x 


5 dy 4 
ay =x — = 5x 
Jy 
b) y=x E cuiu] 


dx 


c) y= vx 2د دو‎ 
dy 1 “ج‎ lau 1 
dx 2 2 QVx 
1 
à y- p Bout E 
X 3x3 BY x 
e) جح بر‎ VIP 
uy 2x7 = 5 
dx 
1 ee 
fys—— =x? 
y RE y 
1 3 
eo dot a O OE 
dx 2 2 3 24 


3( مشتقة y = ex Allall‏ حيث أن » ثابث 9 x‏ متغير: 
Let y = ex then if cx is differentiable function of x, and © is a‏ 


contant, then فك‎ = T 
dx dx 


ويعني ذلك أن مشتقة ضرب ثابت في Alla‏ للمتغير × هو ضرب الثابت في 
Xia‏ تلك Yat‏ 


The derivative of the product of a constant by a function is the 
product of the constant by the derivative of the function. 


والمثال التالي لتوضيح ذلك: 


ش الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 00( 


2 حدمت الدوال التالية: 


Find ay for the following: 
dx 


n dy n-1 
a = CX —— = 0 
yy dx 
b) y =10 x* Ds (10)(4)x° = 40x? 
dx 
5 dy -5 
0 = — وج 2 م‎ 
)y x di x 
1 
d) y = Wx y= 2x? 


dy Eom cg. des 
—— —(02)(—)x?2-——z-—— 
DET E 
x 

4( المشتقة للجمع والطرح لأكثر من دالة قابلة للاشتقاق: 
ش If u(x) and v(x) are two differentiable functions of x, then‏ 


f(x) =uFv 


du _ dv 
and f'(x) == F= 
f œ dx dx 


والمثال التالي لتوضنح هذه القاعدة: 


‘Find f(x) for the following مشتفة الدوال التالية‎ 


aa - 


a) fx) = x? + Mx 


2 
f) = 3x8 + 3 


© 45:9 8x3 
dx 

dy - مر‎ EA 

dx x 


c) y 2 3x! - 5x? + 7x -10 


4 _ oy? 10x47 
dx 


5) مشتقة الضرب :Product Rule‏ 
لنفرض أن u(x)‏ و v(x)‏ دالتين قابلتان للاشتقاق بالنسبة للمتغير x‏ 


If u(x) and v(x) are any two differentiable functions of x, then 


أو تكتب المشتقة للضرب بالأسلوب الآخر التالي: 
(uv) = uv + vu‏ 
وتعني أن مشتقة حاصل ضرب دالتان هو الدالة الأولى في مشتفة الدالة 
الثانية مضافاً إليه (زائد) الدالة الثانية في مشتقة الدالة الأولى. 


In words, the derivative of the product of two functions is equal to 
the first function times the derivative of the second plus the second 
function times the derivative of the first. 


والمثال التالي Cua gil‏ هذه القاعدة: 


يي يا 


أوجد المشتقة للدوال f(x).‏ إذا كانت الدوال: 
Find f(x) if‏ 


a) f(x) = (4x? - 2x) (3x? + Ax + 7) 
b) fx) = (Wx + DG? +3) 
c) f(x) = (3x? «2x 4 D -2) 
a) f(x) = uv l 
يمكن أن تكتب الدالة بحالة الضرب بافتراض أن:‎ (a) لإيجاد المشتقة للفرع‎ 
u = 4x? - 2x و‎ v2 32+ Ax +7 
وبتطبيق صيغة الضرب نجد:‎ 
u! 1222-2 و‎ v 26x44 


وبالتالي فإن: 
f(x) = uv! + vu‏ ` 


= (4x? - 2x)(6x + 4) + (3x? + Ax + T)02x? - 2) 
f'(x) = 60x + 64x? + 66x? —16x-14 
فقوم‎ AVS توب الذالتيك‎ of الضوب: هى‎ Aia فانية لإيجاد‎ May yl ella 
بعملية المشتقة كما في الأسلوب والأمثلة السابقة وكما يلي:‎ 


f(x) 212»? + ثبر16‎ + 223 - 8x? - 14 


f! (x) = 60x* + 64x? + 66x? - 1 ير6‎ 4 


ولإيجاد مشتقة الفرع (b)‏ لدينا 
b) f(x) = Q4 x + DG? +3)‏ 


نستخدم قاعدة الضرب لحل المسألة وبافتراض أن: 


1 
u = 2× +1 = 22 +1 , v=x +3‏ 
إذن المشتقة هي: 


| ولذلك فالمشتقة كما يلي: 


F = uv! + vu’ 


1 1 


= (2x? +1)(2x) + (x? +3)(x 2 


3 3 E | 
= 4x? +2x + x? + 3x 2 | 


3 
= 5x? re 


Vx 


وأخيراً لإيجاد مشتقة الفرع (c)‏ لدينا: 


c) f(x) = Bx + 2x 4 DG? - 2) 
وبتطبيق القاعدة مباشرة لدينا:‎ 

F(x) = Bx’ + 2x4 DQ) +(x? - 2)(Ox + 2) 
f! (x) =12 + 6x? -10x -4 T | | 
:Quotient Rule مشتفة الفسمة‎ (6 | | 
| 


X قابلتان للاشتقاق بالنسبة إلى‎ v(x) 9 u(x) كانت‎ 13 
If u(x) and v(x) are differentiable functions of x, then 


—— 


(0 الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية‎ b 


أو يمكن أن نضعها في الصيغة التالية: 


وتعني أن مشتقة إلقسمة هو ضرب دالة المقام في مشتقة البسط مطروحاً منه 
` (ناقص) مشتقة المقام في Ala‏ البسط مقسوم على مربع المقام. 
والمثالين التاليين لتوضيح قاعدة القسمة. 


أوجد المشتقة للدوال التالية مستخدماً صيغة مشتقة القسمة. 
Use the quotient rule to differentiate the following functions:‏ 
3 


X 
pe 9/7971 


2+5 1-x 


4) =7 5) f= 


(2x —5)02) - (2x + 5)(2) ONES 20 


dE (2x -5)! (2x5) 


(1+ 35) 73x?) - (1 - x5)3x?) 0 -6x 


b Ts = 
) f (x) (1+) (1+7) 


(x-D.1~x.1  -1 
(x-1? (x-1y 


c) f(x) = 


Find the derivative of the following function by using the Quotient 
Rule: 


8 (x+ D(x? - 2x) 


x-1 


| LO) 


fo د‎ 


y 


ul = (x+1)3x? —2)+(x° -2x)1 


ul = 43° 43x)? -Ax-2 
| إذن المشتقة هي:‎ 
f'G- (x - (4x? + 3x? - 4x - 2) - (x - DG? - 1 
(x-1) 
3x* -2x! -5x^ +4x+2 


/ = 
fo C: 


‘The Chain Rule مشتقة قاعدة السلسلة‎ )7 
إلى × إذن تكون المشتقة‎ Alla بالنسبة إلى وأن » هو‎ Alla y إذا كانت‎ 
كما يلي:‎ 
If y is a function of u and u is function of x, then 


dy _ dy du 
dx du dx 


ul 


وتستخدم هذه المشتقة في حالة J) gall‏ المعقدة. 


Using it to differentiate a complicated function. 


Find the derivative of the following functions, use the chain rule, 
indicate how each function is decomposed: 


a) y=(1-2°) 


b) y 2 JAx + 4 


c) y=( +1“ 


لاستخدام صيغة السلسلة نستطيع تحليل كل دالة كما يلي: 


4( - 1) = بر a)‏ 
افرض أن “نا = y‏ عندما × - 1 = ن » لذلك فإن المشتقة: 
رج = 2 ; "E‏ 
Ade g‏ باستخدام صيغة السلسلة Chain Rule‏ لدينا ما يلي: 
d dy du‏ 
ut we E‏ 


-4(-xy(-3x)) 
a -12x (1 - x°) 
dx 


b) y=v4x4+4 = (4244)?‏ 
1 
افرض أن y=u?‏ عندما 4 ديرك w=‏ ؛ لذللك فإن المشثقة: 
1 
EE du _‏ 


9 


du 2 ad 
لدينا ما يلي:‎ chain rule وعليه باستخدام صيغة السلسلة‎ 


1 
dy _ dy du _ 1 d 
dx du dx 2 


1 ل‎ 
=—(4x+4) 4 
3 x+4) 


c) y = ) + 06‏ 
افرض أن “نا = late y‏ 1+ × = نا « لذلك فإن المشنقة: 


E du _ 


— = 3x" 
du dx 


وعليه باستخدام صيغة مشتقة السلسلة LS‏ يلي: 


dy dy du 


— = 6u? 3x? 
dx du dx 


= 6(x° -1y.3x? 


ay --18x^(x? +1)° 
dx 


ويمكن وضع صيغة مشنقة دالة | لسلسلة كما يلي: 


X 


1) If y = [u(x)]" then 2 = nu" 1 
| dx E 


2) If y = f (inside), then 2 = f' (inside). (derivative of inside 
with respect to x). 1 
3) If y = (inside)", then = = n(inside)""'. (derivative of inside 
with respect to x). | 
تعتبر الصيغ الأخيرة طريقة مباشرة لإيجاد مشتقة الدالة بصيغة السلسلة‎ 
| s I Dell ترضيع ذلك‎ diua; 


. أوجد المشتقة للدوال التالية مستخدماً صيغة السلسلة :Chain Rule‏ 


Given the following functions, find 2 : 
1 1 


a) y = )2 + 0? 


b) f(x) = 


JG? +10) 


c) y = (x + 3x — 10) (3 - xy 


aei 
d) f(x) -( | 
xl 
eels يمكن التطبيق المباشر لصيغة السلسلة‎ 
ayy = Qx* + 3 ; dy = 3(inside)’. 9 (inside) 
dx x 
dy 


E3034 yd oy +1) 
dx dx 


D- 3(2x* +1.8 
dx 


D 24x (2x4 +1)? 
dx 


b) f(x) = NE (x? +10) 2 


Jæ +10) 


fi(x)= -1o + 10( ۶ e +10) 
1 -3 
£) = E +10) ?.2x 


3 
f! (x) 2 -x( +10) 2 


(= 
(x? -10)? 


ye 


AG? + 107 


c) y = (à + 3x 10) )3 - xy 


"n = (x? 43x -10)3(3 - xo Y (72x) + )3 - x* Y 2x +3) | 
X 1 


7 = —6x(3 pi *:3x-10) + )3 - x* Y Qx 43) 


2 -6- ey 6x(x^ 3x -10) + (3— x»Qx«3)] 


x-1 d 
d) f(x) (X 


(x+1).1-(x-1).1 
E (^ E (x D* 


x-1 2 
Pos a. “(x +1)? 


(x-1)° 
(x+1) 


(x) =8 


t | 


:Derivative of Exponential function 4-4 مشتقة الدالة‎ (8. | 
Tet y = e”, then Org el-e 
dx 


فة اة اة هي اد اة شا مر NN Aiit, 3, s‏ 
والمثال التالي لتوضيح مشتقة الدالة الأسية: 


أوجد د المشتقة للدوال الأسية التالية: | 


Find the derivatives for the following exponential functions: 


a) y = xe" 


b) بر‎ =e" 


ت وتطبيقاتها في 


lost 


ريه 


E 


Yy 


= 


a i 
iJ 


^£ 


لإيجاد المشنقات 


لدينا 


= xe" 


a) y 


X,v=e 


بد » لذلك old‏ 
1 


du 
dx 


xe *e.l-(x-De 


xe xe 3x = (xX + 3x^)e 


^o 
| [a 
4. [c 
AJ + 
is Peas 
n: 
— 
Ul 
SS 


wg 
D. i || 
“se hee ا‎ | | 
(x +1) (x+1)’ | | | 
ZEE 
3x qu 
e)yz-ze^ l| 
2 E 


1 1 
e xe*(-x?)4e* 


i 1 1 1‏ ل 
e? = (1-x)e* = (i - e?‏ ع ر = 
X‏ 


9( مشتقة الدالة اللوغاريتمية الطبيعية: 
Derivative of the logarithmic function‏ 


Let y = Inx, then 2 = tej = E 
X x x 


Aud a ll i Ya Am 4‏ هر والح على الدالة ومن ثم يضرب الناتج في 


مشتقة الدوال اللوغازيتمية التالية: 


3 ra 


a) y =In(x + e) 
b) y = In (x^ + 2x - 10) 


Inx 
c) y=— 
X 
d) y= xinx 


e) y = xln(x +1) 


Dye-— 


 ]nx 


g) y=log,, x 


a) y 2 In (x +c) 


dy — 1 m 1 
dx (xtc) xtc 


b) y = In ) + 2x - 10) 


| 4x +2 
D eccl. ea Ne 
dx (x *2x-—10) (x^ +2x-10) 
In x 


1 
4 0زم - ال‎ 
dy _ p ار‎ _ x¥-2xlnx 
dx (x) x? 
 x(l-2Inx) 1-2lnx 
AC gt 
d) y = xinx 


dy 1 
— -—ÁK— -Inx(l) 214 Inx 
dx x 00 


e) y = xIn(x4 1) 


dy | 1 X 
rim x. G+ + In(x+ 1(0) = Meum 


+ In(x +1) 


X 
Doy c 
In x 
lise 
dy .^*'*» Inx-1 
dx (nx? | (Inxy 
g) y - log, x 


dy lnx 1 1 2X 
— = = 2 = ECCE 
dx InlO InlO x x^In10 


اشتقاق الدالة اللوغاريتمية يجب أن يوضع أولاً بصيغة اللوغاريتم الطبيعي 
The common logarithm (log) to be expressed in terms of a natural‏ 
logarithm (In) before it could be differentiated.‏ 


وتطبق هذه الصيغة لأي أساس للدالة اللوغاريتمية فيجب أن تحول إلى 
لوغاريتم طبيعي ومن ثم تشتق الدالة. 


:Highter Derivatives المشتقات العليا‎ )10 
نستطيع أن نشتق الدالة لأكثر من مرة إذا كانت الدالة قابلة للاشنقاق وتسمى‎ 
المشتقة الأولى والمشتقة الثاني والمشتقة الثالثة وإلى آخره إلى أعلى درجة ممكنة.‎ 
Let y = f(x) be a given function of x with derivative dy/dx = f (x). 
In full, we call this the first derivative of y with respect to x. If f(x) is a 
differentiable function of x, its derivative is a differentiable function of x, 
its derivative is called the second derivative of y with respect to x. If the 


second derivative is a differentiable function of x, its derivative is called 
the third derivative of y, and so on. 


ويمكن أن نرمز إلى المشتقات الأولى والثانية والثالثة وإلى أعلى مرتبة كما 
يلي: 


The first and all higher — order derivatives of y with respect to x are 
generally denoted by one of the following types of notation: 


1 الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ٠‏ 


dy dy dy d'y 
dx | d) ` d "dy 
yl ; y , y" : e ye 


f(x) ,f'G) ,f"x) , .. a 


والمثال التالي لتوضيح معنى المشتقات من درجات أعلى: 


أوجد المشتفة الأولى والثانية وإلى أعلى درجة للدوال التالية: 
Find the first and second, and higher-order derivatives of:‏ 
a) y = 2x? - 3x' + 5x? — Ax? — 100‏ 
كير = b) f(x)‏ 


c)y=x lnx 
لإيجاد المشنقات لدينا:‎ 
a) y = 260 - 3x^ + 5x? — Ax? 100 


9. 10x* —12x7 + 2ر15‎ - 8x 
dx 


2 
T = 40x? - 36x? 30x -8 
X 


*y 
^ > = 120%? - 72x 4 30 
dx 

4 
d 40x — 72 


To 
x 


5 
d Y _ 949 


S 


ونلاحظ هنا gh‏ المشتقة السادسة وجميع المشتقات من الدرجات الأعلى 


b) f(x) = 4x* 
f(x) = 4x? 
f"(x) = 12x? 
f(x) = 24x 
f(x) = 24 


ونلاحظ هنا بأن المشنقة الخامسة وجميع المشتقات من الدرجات الأعلى 


c) y =x’ Inx 


y =x. diigas 
X 
y” = xi(-x ?) x (2x) + Inx(2) + b 


=-1+2+2Inx+2 
y! =34+2Inx 


ونلاحظ هنا Luh‏ يمكننا الاستمرار بعملية الاشتقاق إلى درجات عليا. 


,| 7-5 الجانب التطبيقي للمشتقات: التحليل الحدي 
ش Applications for the Derivatives: Marginal Analysis‏ 
هنك العديد من تطبيقات المشتقات في مجال إدارة الأعمال والاقتصاد 
applications in business and economics‏ لإعداد أو لبناء ما يسمى النسب 
الحدية marginal rates‏ 
في هذا المجال كلمة حدية marginal‏ تستخدم لتعني المشتقة derivative‏ وهو 
نسبة التغير rate of change‏ والأمثلة التالية توضح Adae‏ تطبيق المشتقات في هذه 
. المجالات. 


: الرياضيات وتطبيقاتها في الغلوم الإدارية والاقتصادية ‏ 


1) الكلفة الحدية Marginal Cost‏ 
افرض أن أحد المصنعين لأحد المواد وجد أنه لغرض صنع X‏ من الوحدات 

في الأسبو ع» الكلفة الكلية في aae‏ الدولارات the total cost in dollars‏ تتمثل Alla;‏ 

الكلفة التالية x?)‏ 0.4 + 400 = ©). وإذا كان عدد الوحدات المنتجة في الأسبوع هو 

0 فإن الكلفة كما يلي (2000 = )200( × 0.4 + 400 = (C‏ ومعدل إنتاج الوحدة 


00و 
OIG‏ نينا 


والآن افرض أن المصنع قرر تغيير خطة الإنتاج من 200 إلى (200+Ax)‏ 
وحدة في الأسبوع. Cus‏ أن Ax‏ هو التغير في زيادة الإنتاج لعدد الوحدات. إذن 
الكلفة سوف تكون: 


- 10 هو‎ average cost puritan الواحدة‎ 


C + AC = 400 + 0.04 (200 + Ax)” 
= 400 + 0.04 [40000 + 400 Ax + (Ax)?] 
= 2000 + 16 Ax + 0.04 (Ax) 


ولذلك فالكلفة الإضافية (extra cost)‏ لإنتاج الوحدات الإضافية هي: 
AC = (C+ AC) -C‏ 
AC = 2000 + 16 Ax + 0.04 (Ax)? — 2000‏ 
AC = 16 Ax + 0.04 (AX)‏ 


ولهذا فمعدل الكلفة لكل وحدة إضافية تم إنتاجها هو: 


The average cost per item of the extra items is therefore: 


Be = 16 + 0.04Ax 
Ax 


(Ax=40) 240 سبيل المثال افرض أن الإنتاج قد ازداد من 200 إلى‎ (ule 
Average cost for the فإن معدل الكلفة لل40 وحدة الإضافية‎ d 34 SSI 
سوف تساوي: $17.6 = )40( 0.04 16 لكل أسبوع.‎ additional 40 items 


أما 13 كانت الزيادة من 200 إلى 210 (Ax=10)‏ فإن معدل الكلفة إلى 10 
وحدات الإضافية سوف يكون (16.4) لكل أسبوع. 

وعليه Gl a‏ الكلفة الحدية marginal cost‏ هي معدل كلفة الوحدة الإضافية 
غندما يكو هناك تير قليل as gl ase ab das‏ المتتجة: 


The average cost per extra item when a very small change is made 
in the amount produced. 


وفي المثال السابق فإن الكلفة الحدية LS‏ يلي: 
AC m‏ : 
Marginal Cost = lim — = lim (16 + 0.04Ax) = 16‏ 
Ax>0 AX Ax—0‏ 


وفي حالة دالة الإنتاج العامة cost function C(x)‏ 1 تمثل كلفة إنتاج 
x‏ من الوحدات المحددةء فإن الكلفة الحدية هي: 


Marginal Cost = lim a = lim 
Ax30 AX Ax>0 


C(x + Ax) - C(x) 
Ax 


ويتضصح بذلك أن الكلفة الحدية تمثل المشتقة لدالة الكلفة derivative of the‏ 
cost function‏ بالنسبة إلى الكميات المنتجة with respect to the amount‏ 
«produced‏ أي أن: 


Marginal Cost = ee 
dx 


وهنا فإن الكلفة الحدية تقيس نسبة زيادة الكلفة بالنسبة للزيادة في كميات 
الإنتاج. PES‏ 


The marginal cost measures the rate at which the cost is increasing 
with respect to increases in the amount produced. 


اثر ua‏ أن الدالة التالية تمثل Ala‏ الكلفة :Total cost function‏ 


C(x) = 0.001 x? — 0.3 x? + 40 x + 800 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية . 


aas.‏ الكلفة الحدية marginal cost‏ كدالة إلى المتغير .x‏ قدر Evaluate‏ الدالة 
الحدية عندما يكون الإنتاج x 2150 «x= 100 « x = 50 production‏ 


في هذا المثال المطلوب إيجاد مشنقة الدالة (Cl(x))‏ 
والدالة السابقة للإنتاج تتكون من Bac‏ أنواع من قوى المتغير x‏ وعند 
الاشنقاق نجد ما بلي: 
C(x) = 0.003 x? — 0.6 x + 40‏ 
الدالة الأخيرة تمثل الكلفة الحديةء ولهذا سوف تعطي معدل AMS‏ زيادة 
الإنتاج كمية قليلة على الكمية المنتجة وكما يلي: 
عندما 50 = × فإن الكلفة الحدية سوف تكون: ٠:‏ 
C'(x) = 0.003 x? — 0.6 x + 40‏ 
C'(50) = (0.003) (50)? — (0.6) (50) + 40‏ 
16.5 = 40 + 30- 7.5 = 
وعندما تكون 100 = x‏ فإن الكلفة الحدية سوف تكون: 
C’/(100) = (0.003) (100)? — (0.6) (100) + 40‏ 
10 = 40 + 60 — 30 = 
Laie Ul‏ تكون 150 = x‏ فإن الكلفة الحدية سوف تكون: 
C/(150) = (0.003) (150)? - (0.6) (150) + 40‏ 
.17.5 = 40+ 67.5-90 = 


واضح من المثال أن الكلفة الحدية قد انخفضت عندما ازداد الإنتاج من 50 
إلى 100 وحدة وبعدها ازداد مرة ثانية عندما ازداد الإنتاج من 100 إلى 150. 
ويمكن توضيح هذ النتائج في الشكل رقم (3) التالي. وهذا السلوك إلى الكلفة 
الحدية هو سلوك طبيعي حيث الإنتاج 100 هو الأمثل. 

والتفسير الاقتصادي يوضح احتمال إنتاج 100 وحدة هو الإنتاج الأمثل 
لاستخدام المكائن والمواد والوقت وأقل من ذلك يعني أننا لم نستخدم المواد 


والمكائن والوقت استخدام أمثل وكذلك عندما تزيد الكمية عن 100 فإن المكائن 
والمواد الإضافية والوقت يحتاج إلى زيادة إضافية لا يمكن أن تستوعب من قبل 
المكائن مرة واحدة فنحتاج إلى تكرار العملية لإنتاج الوحدات الإضافية ولذلك تزداد 
الكلفة. 


- )050,17.5( 


- (100,10) 


D 
f 
1 
t 
i s 
i 
1 
١ 
l 
! 
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الشكل رقم )3( 
تفسير الكلفة الحدية للمثال رقم (15) 


وعلى ضوء نتائج الكلفة الحدية يكون من المهم أن نقارن بين سلوك الكلفة 
الحدية marginal cost‏ مع معادلة أو نمؤذج الكلفة الخطي البسيط simple linear‏ 
cost model‏ في Alla‏ الخطي البسيط (C (x) = mx + b)‏ كلا من (b, m)‏ ثوابت 
والكلفة الحدية Cus Cx) = m‏ ص ثابت لكل قيم ×. هذه الكلفة ولكل وحدة إضافية 
additional unit‏ للإنتاج تكون ثابتة» لا تعتمد أو مستقلة عن مستوى الإنتاج. 


ومن الضروري عدم الخلط بين الكلفة الحدية marginal cost‏ مع معدل 
الكلفة .average cost‏ فإذا كان C(x)‏ هو Alla.‏ الكلفة the cost function‏ فإن معدل 
كلفة الإنتاج x‏ من the average cost of producing x items las sl‏ هو الكلفة 
الكلية C(x) total cost‏ مقسوم على عدد الوحدات المنتجة وكما يلى: 


oY) 


X 


Average cost per Item — 


وهذه الدالة تختلف بشكل كامل عن الكلفة الحدية والتي هي المشتقة C(x)‏ 
7 االكلفة الحدية تمثل معدل الكلفة لكل وحدة إضافية average cost per‏ 
additional unit‏ للزيادة Al. tal}‏ في الإنتاج والفرق بين الحالتين كما في المثال 
التالي: 


لدالة الكلفة cost function‏ التالية: 


C(x) = 10000 + 20 x + 0.2 x 
لهذه الدالة هي:‎ marginal cost 43333 الدالة‎ 
C(x) = 20 + 0.4 x 
فهو كما‎ The average cost of producing x items معدل كلفة الإنتاج‎ Cal 


_ C(x) 10000 


C(x) IU 20+ 04 
X 


وهاكان الذالتان: تخلفان اخكلافاً كبيرا gag‏ هربا فيما بيتما: 


2) الربح والعائد الحدي :Marginal Revenue and profit‏ 
الآن نوجد اشتقاق العوائد revenues derived‏ من dilem‏ منتجات sale (jaa‏ 
Jof a firm's products‏ خدمات معينة. إذا كان R(x)‏ يمثل العائد بالدولار فإن 
الناتج من مبيعات × من الوحدات» و P‏ ف العائد الحدي Jia: marginal revenue‏ 

مشتقة العائدء Rx)‏ « وكما يلي: 
Marginal Revenue = R'(x) = lim a |‏ 
Ax30 Ax‏ 
افرض أن عدد الوحدات المباعة قد ازدادت من x‏ إلى xt Ax‏ وتتبعها زيادة 


في العائد corresponding increment in revenue‏ وتكون كما يلي: 


AR = New Revenue — Old Revenue 
| ARZR(x-* Ax) — R(x) 


معدل الزيادة à‏ العائد لكل وحدة مباعة إضافية average increate in‏ 


revenue per additional item sold‏ نحصل عليه من قسمة AR‏ على عدد 
TP AR ot‏ ’ 
الوحدات الإضافية أي يكون Eum‏ وتحديد قيمة الغاية limiting value‏ لهذا المعدل 
كلما 0ب×۸ وهذا هو العائد الحدي „marginal revenue‏ : 
والعائد الحدي يمثل الدخل الإضافي إلى الحقل لكل وحدة إضافية مباعة» أي © 
يكون هو النسبة rate‏ لزيادة العائد بالنسبة إلى الزيادة في حجم المبيعات increase‏ 


in the volume of sales 


- افرض أن alal‏ التالية Jis‏ دالة العائد revenue function‏ 
R(x) = 20x — 0.02 x?‏ 
Laue‏ يكون x‏ عدد الوحدات المباعة» حدد العائد الحدي. ثم قدر العائ 
الحدي عندما يكون 200 X=‏ 
في البداية نحتاج لإيجاد وتقدير Rx).‏ كالآتي: 
R(x) = 20- 0.04 x‏ 
وهذا هو العائد الجدي عندما x E‏ من الوحدات المباعة. x = 200 Laie y‏ 
فإن العائد ودر هو: | 
R/(200) = 20 — 0.04 (200) = 12‏ 
ويعني ذلك عندما تباع 200 وحدة فإن أي زيادة قليلة في المبيعات يضيف 
زيادة على العائد بمقدار 512 لكل وحدة. 
ويمكن أن يعرف العائد R(x) = xP (AVIS Leaf‏ 


عديدة يتم استخدام المتغيرات للعلاقة بين × و P‏ على أنها تمثل Ala‏ الطلب 


-demand equation 


أوجد العاتد الحديء عندما يكون 300 = ac‏ إذا كانت دالة الطلب كما في 
المعادلة التالية: 
Find the marginal revenue, when x = 200, if the demand equation‏ 
is:‏ 
x = 1000 — 100 p‏ 
Gus‏ أن السعر = p‏ وحدد الوحدات المباعة = X‏ 


3a. EA إلى‎ Alla gh النيشن‎ p تمع المعادلة ةة‎ gf Gua VS 
الوحدات المباعة أو المطلوبة كالآتي‎ 
100 p = 1000 x 
بالقسمة على 100 تكون المعادلة:‎ 
Pz10-0.01x 
العائد فهى كما يلى:‎ Ala وتمثل معادلة الطلب» أما‎ 
Then the revenue function is given by: 
R(x) = xp 
R(x) = xp = x (10 — 0.01x) 
R(x) = 10 x -0.01x' 


عندما P‏ هو سعر الوحدة المباعة axe xy‏ الوحدات المباعةء وفي حالات 


الآن نستطيع إيجاد العائد الحدي من الدالة للعائد وذلك بإيجاد المشتقة للدالة 


R(x)‏ كالاتي: 
R(x) = 10 — 0.02 x‏ 


R/(300)..10 — (0.02) (300) = 10-6 =4 


: 3( الربح 5423( ‘Marginal Profit‏ 
الربح في الأعمال التجارية هو الفرق بين العائد والكلفة 


The profit in business is the difference between its revenue and its 
costs. 


14 كانت دالة العائد aae Bax Lue R(x)‏ الوحدات المباعة. وإذا كانت 
C(x)‏ هي دالة الكلفة عندما ‏ هو are‏ الوحدات المنتجة. فإن الربح P(x) «profit‏ 


coy‏ وبيع x‏ من الوحدات يمكن إيجاده بالصيغة التالية: 
P(x) = R(x) - C(x)‏ 


والمشتقة لهذه P(x) Ax; all‏ تدعى الربح الحدي marginal profit‏ والتي 
تمثل الربح الإضافي لكل وحدة إذا تم تغيير الإنتاج بمقدار قليل. 


It represents the additional profit per item if the production changes 
by a small increment. 


افرض أن معادلة الطلب لبضاعة معينة كما يلى: 
The demand equation for a certain item is:‏ 


P+0.2x=100 , P = 100 —0.2x 


| 
te "t | | |‏ 
| ودالة Aalst}‏ كما يلي zand the cost function is‏ 
C(x) = 4000 + 30x | |‏ 
| | أحسب الربح الحدي عندما يكون هناك 100 وحدة قد أنتجت وبيعت وكذلك 
| | 0 وحدة أنتجت وبيعث. P‏ 

| 


Compute the marginal profit when 100 units are produced and sold 
and when 200 units are produced and sold. 


:The revenue function is given by أعطيت دالة العائد كما يلي‎ 
R(x) = xp = x (100 - 0.2 x) 
= 100 × - 0.2 x 


ا 


. الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


ولذلك الربح من إنتاج وبيع ‏ من الوحدات هو: 
Therefore the profit from producing and selling x items is:‏ 
P(x) = R(x) - C(x)‏ 


= (100x — 0.2x’) — (4000 + 30x) 
= 70x — 0.2x? - 4000 


ولإيجاد الربح الحدي marginal profit‏ نحتاج لحساب المشتقة لدالة الربح 
P(x) = 70 — 0.4x‏ 


P(x)‏ وكما يلي: 


ولهذا عندما يكون 100 = x‏ فإن الربح الحدي هو: 
P/(100) = 70 — (0.4) (100) = 30‏ 


وهذا يعني عندما يتم إنتاج وبيع 100 وحدة فإن الربح الحدي» وهو الربح 


الإضافي extra profit per additional item‏ عندما يزداد الإنتاج بكمية قليل؛ يكون 


0 لكل وحدة إضافية تنتج وتباع. 
Ld‏ عندما يكون الإنتاج 200 = x‏ يكون الربح الحدي كما يلي: 
P(200) = 70 — 0.4 (200) = -10‏ . 


ولذلك عندما يكون الإنتاج 200 وحدة فالزيادة القليلة في الإنتاج ينتج خسارة 


that is, a الر بح سالب‎ ol us. small increase in production results in a loss 


.negative profit‏ $10 خسارة لكل وحدة إضافية منتجة. 


أوجد المشتقات للدوال التالية بالنسبة للمتغير المستقل للأسئلة )671( 


Find the derivatives of the following functions with respect to the | 
independent variables involved: 


1) f(x) 22x- 5 2) a(x) = 12 
3) f(x) = x*- 3x + 10 ee eee 
x-1 
5) gu) = —— o dist 
u-1 


d T‏ المماس لرسم الدوال التالية في النقطة المحددة ثم حدد المعادلة إلى 


:(9-7) لمان للأسئلة‎ Bil 
Find the slope of the tangent to the graphs of the following functions 


at the indicated points. Determine the equation of the tangent line in 
each case: 


7)y=4x -5 at x=3 

8)y = x + 2 + 4 at x--3 
i 

9) f(x) = — at x=3 
x+1 E 


(21-10) المشتقات للدوال التالية للأسئلة‎ as gh 
Differentiate the following expressions: E 


d40)y25-2x* x! Iy=x + جك‎ 


3 1 


13) y = 2x? +4 


12) y = Wx + 2/ x 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ٠‏ 


14) y = (x2— 10) (2x - 3) 15) y= (+ - (= 
E 4 Ly 17) f(x) = 4x4 — 7x3 + 3x - 10 
X 
jpg Ec 19) f(x) = (8x)? + (8x)? 
X 
x% 6 x2 -3x +1 


حدد معادلة المماس لرسم الدوال التالية في النقاط المحددة للأسئلة (24-22): 


Determine the equation of the tangent line to the graph of the 
following functions at the indicated points: 


22) f(x) 2 x! - 3x +4 at (1,2) 
2 
23) f(x) 2 — at x = -2 
X 
p 
24) f(x) 2X - = at x = 1 
X 


:(27-25) أوجد الكلفة الحدية للدوال التالية للأسئلة‎ 
Find the marginal cost for the following cost functions: 
25) C(x) = 80 + (1n2) x? 
26) C(x) = 0.0013 — 0.06x? + 30x + 1000 - ' 
27) C(x) = 1000 + 10x 

(29-28) التالية للأسئلة‎ (Jj gall أوجد العائد الحدي‎ 
Find the marginal revenue for the following revenue functions: 


28) R(x) = 10x —0.02x*” 
29) R(x) = 0.2x - 10? x? - 107 x” 


30) If tne demand equation is x + 4p = 200. find the marginal revenue, 
R (x) 


31) If the demand equation is x + p =100, find the marginal revenue. 


32) If in exercise (26) the cost function is C(x) = 200 + 10x , find the 
marginal profit. 


33) If, in exercise (27) the cost function is C(x) = 150 + x, find the 
marginal profit. 


Using the product rule, find the derivatives of the following functions 
with respect to the variable involved: 


34) f(x) = ) + 1) (xt + 3) 
35) y = (x? — 10x + 1) (4x + 10) 


36) و10‎ = + D (€ - 7) 
1223 

37) g(x) 2 G Gt" ردت‎ 
x t 


استخدم قاعدة القسمة لإيجاد المشتقات للدوال التالي حسب المتغير المستقل 
للأسئلة (43-38): 


Use the quotient vale to find the derivatives of the following 
functions with respect to the independent variable involved: 


je = 1p Eti 
x-1 x-2 
10-x 1 
40) Cae aT | 41) f(x) - x«l 
(x? +1)(2x 4) 


1 
42) y 2 ——— f(x)- 
zi (x +1)? ri 4-1 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ٠‏ 


:)49-44( أوجد المشتقة للدوال التالية بالنسبة للمتغير المستقل للأسئلة‎ 
Find the derivatives of the following functions with respect to the 
independent variable involved: 


44) y =(3x+4)° 45 y =(2x° +1)? 
46) f(x) = 410 - 2r 47) f(x) = 
(x +1) 
48) y = (x! + = 49) f(x) = (x + 2)! (2x + 2)° 
X 


(57-50) للأسئلة‎ z المشتقة.‎ as dí 
Find dy/dx in the following functions: 


50) y = e” 51) yz eh 
52) y= xe” 53) y =x? In G2 + 1) 
54) y = e“ In x 55) nee 
X 
244 
Bói t 57) ر‎ i 
e x41 


:(69—58) أوجد المشتقات للدوال التالية للأسئلة‎ 
Find the indicated derivatives of the following functions with respect 
to the independent variable inverted: 


2 
58) Find Sy y = 4x* + 6x? + 5x? + 100 
X 


59) Find f"(t) if f(t) = (€ + 2 
60) Find f(x) f(x) = (x? + 1) (3x - 3) 


2 


61) Find y if y = 


x +1 


62) Find f(t) it f(D = لمح‎ 
1+1 


3 
x - 


3 
63) Find + if y= (x #1) 


m 
64) Find y if y = xIn x 

65) Find y if y = xe* 

66) Find y" if y = In [(x+1) (x42)] 
67) Find y if y = x? + e” 

68) Find y” if y = (X + 1) e” 


x?’ +1 


x 


69) Find y" if y = 


X 
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Integration and its applications 


| 
:Introducti on 

CHE من‎ VAS pga المفهوم از تاشم‎ Aud هدا الفصبل در‎ rape 
li» KIT عن طريق‎ Integration ومنها الإدارية والهندسية ألا وهو التكامل‎ 
ونشرح كيفية‎ Definition of indefinite integral Wal aadi واضحاً للتكامل غير‎ 
How to integrate some known إيجاد التكامل غير المحدد للدوال المعرفة‎ 
وعن الطرق المختلفة لإيجاد بعض من قيم التكامل غير المحدد منها‎ functions 
والتكامل بطريقة‎ transformation of variables التكامل بطريقة التغيير أو التحويل‎ 
integration والتكامل بالتفريق إلى كسور بسيطة‎ integration by parts التجزئة‎ 
Definite integral وكذلك سيتم التعرف على التكافل المحدد‎ .using fractions 
ويحتوي الفصل في نهايته‎ examples وسيتضمن الفصل على العديد من الأمثلة‎ 
.exercises على العديد من الأسئلة‎ 

وبالتالي فإن هذا الفصل سيتضمن عدة مباحث منها المبحث 8-2 مفهوم 
التكامل غير المحدد The concept of indefinite integral‏ والمبحث 8-3 التكامل 
لدوال معروفة - قواعد التكامل Rules for integration‏ والمبحث 8-4 طرق 
التكامل -Integration Methods‏ أما المبحث الأخير 8-5 التطبيقات الاقتصادية 


-Economics application for integrals للتكامل‎ 


:The concept of indefinite integral steel! لتكامل غير‎ e: 
والتي تمثل عملية‎ differentiation لاحظنا مما سبق ماذا نعني بالتفاضل‎ 
والآن سنقوم بالتعرف على العملية المعاكسة لها والتي‎ «derivative إيجاد المشتقة‎ 
بتعبير آخر‎ integral والتي تمثل إيجاد قيمة التكامل‎ integration تسمى بالتكامل‎ 
نقول بأن أي عمليتين تقوم كل منهما بإلغاء الأخرى تسمى العملية المعاكسة ولذلك‎ 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ا ا 


due xtd ag‏ داكن ياف py tga‏ ا gil Sau‏ ا 
ونكتب f f(x) dx‏ والذي يدعى بالتكامل غير المحدد Lal «indefinite integral‏ 


: b 
بتوضيح معنى‎ OY! وسنقوم‎ definite integral فيمثل التكامل المحدد‎ [f (x)dx 


Sues التكامل‎ 
في مجال معين وبالنسبة للمتغير‎ g(x) هي مشتقة الدالة‎ f(x) إذا كانت الدالة‎ 
| والذي يعني:‎ × 
g (x) = f(x) 
في المجال المفروض.‎ f(x) للدالة‎ SUAS g(x) فإننا نسمي الدالة‎ 
If f(x) is the derivative of the function g(x) for some domain with 


respect to the variable x.i.e, g/(x) = f(x). Then, we said that g(x) is the 
integration of the function f(x) for the same domain. 


وبالتالي فإن البحث في تكامل الدالة f(x)‏ يعني البحث عن دالة Bare‏ ولتكن 
«g(x)‏ بحيث أن مشنقتها it’s derivative‏ هي الدالة المفروضة f(x)‏ ونسمي Alal‏ 
g(x)‏ بالدالة الأصلية للدالة f(x)‏ أو يطلق عليها اسم تكامل f(x) Wall integral‏ 


for example: (x? + 3x +1) = 2x + 3 
Then, the function x? + 3x + 1 is the integral for the function 2x + 3 
العدد الثابت يساوي صفر فإننا من تعريف تكامل الدالة‎ AG xa وبما أن‎ 


نستتتج أن هذا التكامل معين بغض oa‏ عن قيمة العدد الثابت. ففي المثال أعلاه 
aad‏ أن gda‏ ` 


x^ + 3x + 10 


x^-3x-5 


uas 
4 


| وتطبيقاقة‎ Jol zz 


يمكن اعتبار كل منها تكاملاً للدالة 3 + 2x‏ وذلك GY‏ مشتقة كل منها هو 
3 +22. 

ولهذا إذا كانت الدالة g(x)‏ هي واحدة من تكاملات الدالة f(x)‏ فإن كل تلك 
التكاملات يمكن التعبير عنها بالشكل Cus g(x) + c‏ أن ء ثابت كيفي ويسمى بثابت 
التكامل. وإذا أردنا اختيار دالة أصلية واحدة فقط فإننا نعطي للثابت c‏ القيمة 
Asl‏ | 

ولنفرض الآن أننا نريد تعيين c dad‏ التي من أجلها تكون قيمة التكامل 
للدالة 3 - 2x‏ مساوية إلى 7 عندما 2 X=‏ 


Find the value for the constant c such that the integration of the 
function 2x ~ 3 equals 7 if x equals 2. 


لأجل إيجاد Lad‏ الثابت لدينا: 
تكامل الدالة 3 - ×2 هو ox? + 3x + c‏ وكما رأينا سابقاً. وبالتالي فإن قيمة 
ذلك التكائل عددما 22 x‏ مساوريا إلى 7 يغتي of‏ 


(2 +3(2)+c=7 


TE 
4+6+c=7 l 
10+c=7 
c=7-10=-3 


وبالتالني فإن التكامل الوحيد للدالة 3 - 2x‏ والذي قيمته 7 عندما 2 = × هو 
Laie‏ 3- = ». ولأجل توضيح العلاقة بين التكامل والتفاضل لدينا: 


Relationship between integration and differentiation: 
فإن:‎ derivative بالرجوع لتعريف المشتقة‎ 
dy 
\ 
x) = — 
f(x) a 


والتي يمكن كتابتها بالشكل التالي: 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


dy = f (x) dx 
وذلك يعني أن‎ dy ونرمز له بالرمز‎ y Mall والتي تعرف باسم تفاضل‎ 
يساوي مشتقتها في تفاضل المتغير المستقل ×. أي أن عملية إيجاد‎ Alla تفاضل أي‎ 
تكامل الدالة )0 تعني الانتقال من هذه الدالة» والتي تمثل مشتقة لدالة أصلية‎ 
والذي يعني‎ y إلى‎ dy أخرىء إلى الدالة الأصلية لها ر. أي العودة من التفاضل‎ 
إلغاء عملية التفاضل.‎ 
LEE) dx بالرمز‎ f(x) ولذلك فإننا نرمز لتكامل الدالة‎ 


:Rules for integration اعد التكامل‎ gà — ET) التكامل لدوا ال معر‎ 83 y 
بالاستفادة من قواعد الاشتقاق والتي تم ذكرها في الفصل السابق يمكننا أن‎ 03 
نجد قيمة تكاملات مجموعة من الدوال وبشكل مباشر ودون اللجوء إلى أي وسيلة‎ 
أن « هو عدد حقيقي وأن‎ Cus رياضية. والتالي تمثل قائمة بتكامل دوال معروفة‎ 
ء فهو ثابت التكامل.‎ Ll ره وده عددان ثابتان حقيقيان.‎ 


The following are some useful rules for integration, where n is a 
Real number. a; and az are real constants. and c is the constant of the 
integration method. 


1) [n'ax = oen +c , nz-l 
7+1 


2) fits =In|x| + © 


3) Ja,f(a)dx = a, [f (Dax 
4) fla, f(x) + a, f, (x) dix = a, [Add + a, ff, 00s 


5) flO" d = [fon]! +e 
ntl 


9 [£o " dx = 1n|# (0| +c 


7) [eax =e" tc 


6) [e OF dx =e +c 


وبالاستعانة بالقواعد أعلاه يمكن إجراء التكاملات التي ستعرض في الأمثلة 


Find the integral for the following: 


a) Jax = xc 

b) fade = قرط‎ +e 
2 

c) [ax lec 
3 


d) [5x -3 [Pax - Or +e = x +c 


d. 2 3 
e) [xax = [dx = 40-237 +e 
3/2 3 
1 Xo -1 
—dx = |) ل‎ = — +c = — + 
f) 5 fx x F c " s 
1 


g) I 


~2 : 
h) [s -2[x*dx- 20 + == += 


i) [ax ~Ddx = [xax - fax Eu [xax = fax = =x —-x-tc 


i 2 1 
1 P 1 
dx = [x ?dx 2 — +c 2 2x? +c = 24 x + 
J 1/2 


| 
i 
i 
| 
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i 
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i 
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i 
i 
i 
| 
i 
i 
H 
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i 
i 
i 
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f 
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i 
| 
i 
i 
i 
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H 
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الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإداري ية والاقتصادية 000( mE‏ 


1 
p 16x" Ales = 16 [x'dx - [xax + pes 
x x 
3 
8 2 
= | كت‎ tinh +c 
h) fle E 3x? [ix = [e'ax +3 [xax 


3 
eT ec 


= e + +c 


Find the integral for the following: 


a) [x(x * Ddx 


يلاحظ هنا أننا نود تكامل حاصل ضرب. ولكن IY‏ استطعنا أن نضرب 
الحدين الموجودين فإن ذلك سيسهل شكل وطريقة إيجاد التكامل كالآتي: 


3 
= 23° رک‎ + In[x +c 


[x(x +1)dx = [ce + x)dx 


= [Pax + [xax 


X X 
=—+—+e 
a: +2 


b) [ce : DG? -Ddx = [ce -xX +x - 1d 


- [x ax- [x ax+ [xax- [ax 


1 b ud 
—-—X ——X t—-X -x-*c 
6 4 3 


c) 6 — Ey + dde 
x 1 


وبضرب الحدان الموجودان داخل عملية التكامل والاستعاضة بأن الضرب 
هو الفرق بين مربعين لدينا ما يلي: 


d) [Gc ax 


وبعملية فتح التربيع الموجودة على الحد 5+ نحصل على ما يلي: 


f (x+5¥dx = f (x? +10x + 25)dx 


= fxd +10 [xax 25 fax 


- 10549 0 *25x4c 
3 2 


= ox + شيرق‎ + 25x + e 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


أوجد تكامل ما يلي: 
Find the integral for the following:‏ 


a) fo? + x +1)(2x + Ddx 
يمكن إيجاد هذا التكامل بطريقتين وهما:‎ 


الطريقة الأولى: سنقوم بضرب الحدين في Jala‏ التكامل ومن ثم إجراء 
التكامل كما تم ملاحظته في الأمثلة السابقة وكما يلي: 


= [ox +x” 62x +x4+2x41)dx 
B [ox +3x? + 3x + DAX 


5 2 [xax +3 [xax +3 [xdx + fax 


xí x x 
- a=] + af] + ات‎ txtc 


1 3 
=—x + +x + + ع‎ 
2 2 


الطريفقة الثانية: وسنقوم هنا بتمييز أن الحدين داخل التكامل أحدهما هو 
Acids‏ الحد الآخر وباستخدام القاعدة رقم )5( فان 1 + f(x) = x + x‏ 
f(x) = 2× +1 o5‏ وبالتالي فإن قيمة التكامل تصبح: 


fo? rex) + Dax = (O ee +e 
1 2 2 ١ 
arcs *txtDOo -x-l)-c. 


1 
ere eet + يد‎ +1[+ 


= التكامل 33 لبيقاتة‎ ——À MÀ = € - -— ———————————— ete nent ene = 


1 
3 je +2x° 43x +2x+1 +c 


m. 4 3 3 2 
=X EX +x? +x+e 
2 2 


وطبيعي أن تتفق الطريقتان في الناتج والذي Shay‏ تكامل الدالة. 
ولكن يجب أن نلاحظ هنا أن الحل بالطريقتين كان نتيجة أن الضرب كان 
ممكناً للعمل بالطريقة الأخرى. 
أما إذا كان الضرب غير ممكناً (وهذا ما سنراه في «(c) «(b)‏ و(0) من هذا 
المثال) فيجب علينا إيجاد التكامل باتباع فكرة الطريقة الثانية والمعتمدة على القاعدة 
رقم (5) وكالاتي: 
ا 0 b) fo?‏ 


3 3 
2 +x +1) +c 


c) [oe + n*xtax 

وهنا نلاحظ أن مشتقة 1 + × هي 3x?‏ وذلك يعني أننا نحتاج إلى الضرب 

في 3 للحصول على تلك المشتقة. عملية الضرب هذه ستغير قيمة التكامل ما لم 
نقوم بالقسمة على 3 في الوقت ذاته. وذلك يعني ما يلي: 


fe 4 Usa 


Gd +1(” + ع‎ 


. Mu 


yE 
3 


-: e | 


d) ie (In xy! dx 
X 
هي — وبالتالي فإن قيمة التكامل ستكون:‎ Inx ونلاحظ هنا أن مشتقة‎ 


1 
-(InxY + ع‎ 
A ) 


Find the integral for the following: 


f 2x41 

x +x+1 

وهنا نلاحظ بأن المقام 1 + × + © وأن مشتقته هي 2x1‏ والتي تمثل 
البسط. وذلك يعني أن البسط هو مشتقة المقام وباستخدام القاعدة رقم )6( فإن نتيجة 


In | +x+I|+e 


f 2x+1 
(x? x +1) 


c pP a be. 
2 2(x^- x41) c 
X 
c) |] dx 
mere 
Lisle وبذلك يعني‎ Ox ومشتقته‎ 1-3x? المقام بدون الجذر‎ Gly وهنا نلاحظ‎ 
قسمة‎ Laj ضرب البسط في المقدار 6- ليصبح البسط مشتقة المقام وبالتالي علينا‎ 


الحد على المقدار 6- في نفس الوقت للحصول على ما يلي: 


باستخدام نفس الملاحظة أعلاه فإن قيمة التكامل هي: | 
[ 
| 


1 5 
1 - 7و‎ +c 


= ہو-1‎ +c 


,)4 |84 طرق à‏ التكامل :Integration Methods‏ 
Jide (Là‏ لمبحث سنقوم بعرض بعض من الطرق العامة لإيجاد التكامل 
PUES‏ 


8-4-1 التكامل بطريقة التعويض "Transformation of variables‏ 
للحصول على تكامل دالة ما ولم نستطع تطبيق أي من قواعد التكامل السابق 
ذكرها adi‏ يكون بالإمكان حساب التكامل المطلوب عن طريق التعويض أو التغيير 
أو التحويل من المتغير × إلى متغير آخر بحيث تصبح الدالة الجديدة من أشكال 

الدوال التي تنطبق عليها إحدى قواعد التكامل السابقة. 

لو كان لدينا التكامل [Aade‏ وقمنا بتغيير × إلى دا مثلاً من خلال العلاقة 
Qu × = h (x)‏ تفاضل × سيكون dx = h/(u) dx‏ وبالتالي فإن التكامل الأصلي للدالة 
| سيصبح: 


[foods = [thay du 


وبعد حساب قيمة التكامل الأخير فإننا نعود إلى المتغير × عن طريق حساب 
قيمة u‏ بدلالة 36. والمثال التالي سيوضح ذلك: 


أوجد قيمة التكاملات التالية: 
Find the integral for the following:‏ 
a) fx +3)‘ dx‏ 


473 diuz2x43 Dal asi alo, 


= × وأن dx = du‏ وبالتالي 
فإن قيمة التكامل ستصبح: 


(2x « 3*dx - fi du 


dius 
10 
ليصبح الناتج:‎ x وأخيرا نقوم بالتعويض عن ن بدلالة‎ 


1 
—(2x+3) +c 
T ) 


كم[] ) 


43x? -2 


وباستخدام العلاقة 2 - u = 3x?‏ فإن du = 6x dx‏ وبالتالي فإن قيمة التكامل 


[ox = 9)? xdx = fu 


1 i 
-—(3x!-2y +c 
3 
= 3 - 2 +c 


‘Integration by parts التكامل بطريقة التجزئة‎ 8-4-2 ٠ 
لحساب التكامل بطريقة التجزئة علينا الرجوع لمشتقة حاصل ضرب دالتين‎ 
كانت كالآتي:‎ (all, 


lh, GO GO] = h (0h! (x,) + h,(x)h' (x) 


والتي كانت تعني الدالة الأولى في مشتقة الثانية مضافاً إليه الدالة الثانية في 
مشتقة الأولى. 
وبأخذ التكامل للطرفين نحصل على ما يلي: 
Icon col ax = f AO) f 0 G0 G0‏ | 
وبما أن الطرف الأيسر من هذه العلاقة يمثل hi G)ho(x)‏ فإن ذلك يعني أن 
العلاقة الأخيرة ستصبح كالآتي: 


h Gh, (2) = [1 GO; Gd + fh, (ah! dx 


| OOM dx = h Gh, G2) - [ dh, Gi dx 
وتطبيق هذه الطريقة سيكون أنه عندما نريد إيجاد قيمة تكامل حاصل ضرب‎ 
دالتين بحيث نستطيع تكامل أحدها ونشتق الأخرى فإننا يمكننا تطبيق طريقة التكامل‎ 

| بالتجزئة لإيجاد قيمة التكامل. وسيتم ملاحظة ذلك من المثال التالي: 


وذلك يعني أن: 
| 
| 


أوجد قيمة التكاملات التالية: 
Find the integral for the following:‏ 


a) fev x+5dx 
tol وبافتراض‎ dx = AG) فإن‎ × = AG) بافتراض أن‎ 
jx + Sax = [hdx 


fo 5d: = [nicodx 


209! = hC) 
وبالتالي قيمة التكامل الأصلي:‎ 
2 3 3 3 
[x5 - x(a +5)? = ا‎ de 5 


3 5 


2 > 4 > 
=2x(x+5P =— (x +5) +c 
QU ) "P ) 
b) fin xax 


بافقزراض أن iG) = nx‏ فإن به = G)‏ وبافقراض أن 
X‏ 


fax = fh dx‏ فإن (7,)2 x‏ وبالتالي فإن قيمة التكامل: 


finxax =xInx- Abos 
x 


= xln- fax 


=xInx-x+c 


وبافتراض أن × = h(x)‏ فإن A(x) = dx‏ وبافتراض أن 
fedr = OLA‏ فإن e* = hy (x)‏ وبالتالي فإن قيمة التكامل هي: 
[xe'ax = xe*- [e'ax‏ 


= xe e +c 


8-4-3 التكامل بالتفر بق إلى كسور بسيطة ‘Integration by using fractions‏ 

وهذه الفقرة تتناول تكامل الدوال الكسرية fraction functions‏ وهي الدوال 
التي كل منها على شكل كسر fraction‏ بسطه كثير حدود ومقامه كثير حدود كذلك. 
ويعتمد بصورة أساسية على كون درجة البسط أقل من درجة المقام ويمكن تحليل 
المقام إلى عوامله ومن ثم إيجاد تكامل الكسور البسيطة التي تكون الكسر المراد 
إيجاد قيمة تكامله. وعندما يكون درجة البسط أكبر أو تساوي درجة المقام Farà‏ 
E‏ البح بعلن jedi Na a oq E‏ 
ناتج القسمة مضافاً إليه كسر يكون درجة بسطه أقل من درجة dalia‏ وبعد ذلك 
نقوم بالتجزئة إلى الكسور البسيطة ومن ثم إيجاد ناتج أو قيمة التكامل. والمثال 
li‏ سرش ذلك: 


. أوجد قيمة التكاملات التالية:‎ . 
Find the integral for the following: 


2 وجل‎ Rod 


نلاحظ هنا Gh‏ البسط هو ليس مشتقة المقام لنستطيع استخدام إحدى العلاقات 
السابق ذكرها لإيجاد التكامل» كما وأننا لا نستطيع استخدام طريقة التعويض أ 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 


طريقة التكامل بالتجزئة. ولكن بما أن الدالة كسرية وأن درجة البسط Jil‏ من درجة 
المقام فإننا سنطبق طريقة التكامل بالتجزئة إلى كسور بسيطة كالاتي: 
أولاً Lisle‏ تحليل المقام إلى عوامله كالآتي: 
X^-2x-3-2(x-3) (x4 1)‏ 
وبالتالي فإن التكامل سيكون LS‏ يلي: 


[5——- Jes ees di 
x"-2x-3 (x - 3x * 1) 


; 1 
يما Fak‏ کے "UOS s‏ الشكل: 
33 ن الكسر St 3G‏ بته على الشكل 


A, B _ A(x +1) + B(x-3) _ (A+ B)x+(A-3B) 
x-3 +1 (x-3)(x +1) (x -3)(x +1) 


Lila‏ نستطيع إيجاد قيمة A‏ و 8 من تساوي الشكلين كالاتي: 


1 _ (A+ B)x t (A-3B) 
(x - 3)(x +1) (x — 3)(x *1) 


وذلك يعني أن 0= 8 + ۸ وأن 1= 38 - A‏ ومن حل هاتين المعادلتين 
نحصل على: 


وكذلك يمكن الحصول عل قيمة كل من A‏ و B‏ باستخدام العلاقة 
A (x+1) +B (x-3) = 1‏ والتعويض عن x Lad‏ بأصفار المقام. أي x lue‏ 


Gus EX. A= sued ed dida‏ ]دج ex‏ 1 نوات ويعني 


cd 


" - nx 1| + 
4 4 


ونلاحظ هنا بأن الدالة كسرية وأن درجة البسط أكبر من درجة المقام ولذلك 
علينا إيجاد ناتج القسمة (باستخدام طريقة القسمة الطويلة) لنحصل على: 


a = [ox Dax- a l 


= [xax + f2ax— ft 


= 2 42x- Tette 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية ou‏ 


c) IP. 


ونلاحظ هنا بأن Wal‏ كسرية وأن درجة البسط أكبر من درجة المقام 
وبالتالي علينا بإجراء القسمة (باستخدام القسمة الطويلة) كالآتي: 


1 2 9 
4 16 


Tx tx" 
2p 295 
4 
0 
4 16 
يرك‎ 
16 
وبالتالي فإن قيمة التكامل ستكون:‎ 
4 -2x42 
E S ne Le + x | ta 
4x —9 4x? a 
, 8l 


AP "dx — T MMC 


نلاحظ أن الكسر "HAE NT‏ 
وبتحليل المقام 4x7-9‏ إلى عوامله (2x-3) (2x+3)‏ فإن: 


f 16 yy = f 16 
4x7 —9 (2x - 3(2x +3) 


والكسر الأخير يساوي 


A 5 B A(2x+3)+ B(2x -3) | 
2x-3 +3 (2x —3)(2x + 3) | 


1 
A(2x+3)+ BOx-3) = del 


EE SA A loc MN ce | 


2Ax+3A+2Bx—3B = eel 


(2A+3B)x+(3A- 3B) =—2x+— 
وبالتالي فإن:‎ 
2A + 2B = -2 
| | 
i i 
3A- T | | 
16 || 
pcc Vp Jaa isola acce as tibi dass | | 
32 32 ا‎ || 
وذلك يعني أن:‎ | | 
81 | | 
—2x+— 7 | 
j——2ar = [ax + ee | | 
4x —9 2x-3 2x+3 | | 
(3222) *2x—3 (32)2) "2x *3 || 


-Myps-3- S tnlox +3) + 
64 64 ny 
وأخيرا فإن:‎ 


; mE qe + ina -3- S anpae3 ec 
4x —9 12 16 


19 و 1 ]= 


| الرياضيات وتطبيقآتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 0 


| 8-4-4 التكامل المحدود ‘Definite Integral‏ 
Lud‏ عن التكامل المحدود فإنه تكامل ولكن لفترة أو لمجال معين ونرمز لهذا 


b 
قيمتان حقيقيتان. ونعني بذلك التكامل أن‎ b ga حيث أن‎ fode التكامل بالرمز‎ 


نميف lS dad‏ من افةو إلى النفظة Lad ge y b‏ ها الكامل Cargill ced‏ 
عن ناتج التكامل عند النقطة b‏ مطروحاً منه ناتج التكامل عند النقطة . 


5 
g(a)‏ - (0)ع = Then [/Godx‏ 
ويمكن تجزئة مجال التكامل المحدود كالاتي: 


Let f(x) be a function that can be integrated over the interval [a , b], 
and let c be any point in this interval. i.e. a < c <b. Then: 


poi = [rona + [reoae 


والمثال التالي يوضح التكامل المحدود كالآتي: 


(00 أوجد قيمة التكامل التالي:‎ 
Find the integral of the following: © => ^ 


a) fo? —-xt*Ddx- fra — rat + fas 
3 3 3 


3 


1 
a -3)-2G'-3)«6-3) = 26.67 


Let Í f (x)dx = g(x) 
| 
| 


ولإيجاد قيمة هذا التكامل فيشابه طريقة التكامل المحدود مع كون dal‏ 
أطراف التكامل غير محدودة (o9)‏ والحل LS‏ يلي: 


,)8.5 التطبيقات الاقتصادية للتكامل: 
Economics application for integrals‏ 
للتكامل تطبيقات عديدة منها الفيزيائيةء الرياضية:؛ الهندسية» الإدارية 
والاقتصادية وغيرها. وسنركز في هذا المبحث على التطبيقات الاقتصادية لأهميتها 
ودرجة علاقتها بالنواحي الإدارية والمالية وخصوصاً للطلبة في التخصصات 
المالبة والادارية:.وستذكر يعسن من Cal gm‏ هذه التطبيقات کال : 
| : 


Total ودالة الإيراد الكلي‎ Total cost function استخراج دالة التكلفة الكلية‎ (Í 
revenue function c 


ببساطة فإن دالة التكلفة الكلية total cost function‏ هي تكامل دالة التكلفة 


total revenue function دالة الإيراد الكلي‎ LÍ «marginal cost function الحدية‎ 


| الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية — 


لتوضيح ذلك: 


FEN SEE (3t qa الحدية‎ uel عملت ل دللة‎ ١ 
zy حجم الإنتاج. أوجد دالة التكاليف الكلية‎ 


Y= [ f (dx 


- [427 + 3x Dax 
4 

ur‏ ب 
$9 


وبافشراض أن التكاليف الكلية معلومة» ولتكن 15( X c Uy! aaa Laie‏ 


يساوي صفر فإن: | 
Yec=15‏ 


Maie‏ تصبح Ala‏ التكاليف الكلية معينة بصورة وحيدة كالآتي: 


e فوع‎ 
3 2 


| 

| 

ب- Glue‏ فائض المستهلك :Consumer surplus‏ | 
لنفرض أن la‏ الطلب © من قبل المستهلك هي bp‏ + ۾ = © حيث أن مهو | 

السعر وأن b ga‏ هما عددان حقيقيان. 

Loa,‏ أن الطلب Ala‏ متناقصة decreasing‏ في السعر فإن الثابت b‏ يجب أن 

| 

| 

| 


.(b > 0) negative (La yes‏ وليكن *م و Q”‏ هما سعر التوازن وكمية الطلب 
التوازني فعندئذ تكون مساحة الشكل المظلل (المثلث (rectangular‏ في الشكل التالي 
(Jus‏ فائض المستهلك :consumer surplus‏ 


(P) السعر‎ 


ولحساب فائض المستهلك علينا إيجاد مساحة الشكل المثلثي المظلل والتي 
تساوي مساحة “081750 Ía g jha‏ منه مساحة OP"FQ"‏ ويلاحظ بأن مساحة 


P -25 هي تكامل دالة السعر‎ OEFQ' 


. أما مساحة المستطيل OP'FQ'‏ فهو PQ”‏ والمثال التالي يوضح ذلك: 


إذا ت أن Q = 10-2 p cll ds‏ وكان سعر التوازن 3 = "۲ أوجد 
فائض المستهلك. l‏ 
A 3‏ 1 

Pos p ستكون‎ P فإن دالة السعر‎ Q = 10 - 2 p الطلب‎ alla كانت‎ 13 

وإن كان سعر التوازن 3.- P‏ فإن كمية التوازن 4 = Q‏ وعليه يكون فائض 

المستهلك هو: 


A eae‏ سد ب ا م و ا م مت مانا e‏ بس 


dir d 
[5-> 0)40 P'o' 


4 


[so-40"] -0% 


0 


(54) - n ~(3)(4) 


20-4-12=4 


ج( lus‏ فائض ‘Producer surplus qiia‏ 
لنفرض أن دالة العرض © من قبل gid‏ هي bp‏ + ۾ = Cus Q‏ أن p‏ هو 
السعر وأن b. ya‏ هما عددان حقيقيان. | 
eb deus‏ العرض دالة متزايدة increasing‏ في السعر فإن الثابت b‏ يجب أن 
يكون موجبا «(b > 0) positive‏ وليكن ”ص و “0 هما سعر وكمية التوازن على 
التوالي Sys‏ يكون فائض المنتج producer surplus‏ هو المساحة المظللة في 
الشكل التالي: 
| 
| 
| 
| 
| 


وبنفس الأسلوب الشابق فإن.حساب هذه المساحة المظللة هي تكامل دالة 
Ang lee Q” 50 cu p sal‏ من اة المستطيل is saa‏ إلى Mall PQ*‏ 
التالي لتوضيح ذلك: | 


13 علمت أن Alla‏ العرض 3p‏ + 6- = © وكان سعر التوازن 5 = P'‏ أوجد 
فائض المنتج. 
إذا كانت Alla‏ العرض م 3 + 6- = 0 فإن Alla‏ السعر P‏ ستكون: 
usc Pe 9‏ كيان سس ا رن 5 = ۶ فإن كمية التوازن 29 Q‏ 
وعليه يكون فائض المنتج هو: 
| 
PQ - \(22+-O)d‏ 
Q K 3240‏ 
9 


6x9 - oco? 


(5)(9) - Q9) - zo» 


E 
6 6 


أوجد التكامل لكل مما يأتي find the integral for the following‏ للأسئلة 


:)10-1( 
1) [Gc +3x-S)dx 2) [Gx + 3? -9x4 s 
3- n 
3) [Ole + ax 4) fæ - x4 + x)dx 
5) je + Dax 6) lcs * ne —x+5)dx 
X X X X 
7) f (Ax? - خم‎ +x )dx 8) Í x! (x + Ddx 
PNE. 
9) [a t DG - Ddx 10) fa 4 DC + x)dx 
X 


bison find the integral for the following ird أوجد التكامل لكل مما‎ 
:)24-11( طرق التكامل المختلفة للأسئلة‎ 


11) 


dx 
or f 


4xlnx 


14) [ex -1 dx 


15) [x?e'dx 16) fx e"dx 


17) cipe 18) [2x1 x? dx 


19) [ce 42x - 3 (x  Ddx 20) [x +1 dx 


a po mr : ا‎ —-- m 


22) 2xdx 


a rac x? +3 


vx 
23) [xed 24) (= dx 
f 24 x 


أوجد قيمة التكامل المحدود لكل مما يلي Find the definite integral for the‏ 
following‏ للأسئلة )30-25(: 


1 5 ` 

25) JG? +5x-3)dx 26) f (x? — x +10)dx 
-1 1 
5 

27) ed 28) | É T 


1 
29) Be x +1 dx 30) 
-1 


be 


:(33-31) للأسئلة‎ Solve the following التمارد ين التالية‎ de 


31) Find the total cost function Y given that the marginal cost function 


— =3 +2e™ +5 


and the fixed cost is 20. 


32) Find the total revenue function Y if the marginal revenue function is: 


Oy nia 
dx 


33) If the demand function for the consumer is Q = 7P — 9 and the supply 
function for the producer is Q = 2p + 30 


Where Q is the demand and the supply quantity and p is the price. 
Find the consumer surplus and the producer surplus. 


as jl‏ فائض المستهلك وفائض المنتج. 
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